Indice

Presentazione del lavoro di questa tesi

1

Theoretical background

La sica della materia

1.1 Lo studio deisistemiamolti corpi . . . . ... ... ... ...

1.2 L'approssimazionedi Born-Oppenheimer . . . . . . .. .. ..

1.3 Il ruolo dell'interazione, le grandezzeintegrate e le funzioni
d'ondaaparticellasingola . . . .. ... ... ... ......

La teoria del funzionale densita
2.1 Il teoremadi Hoherberg-Kohn. . . . .. .. .. ... .....
2.1.1 Dimostrazionedelteorema. . . . .. ... .. ... ..
2.1.2 Lo scop delteoremadi HoherbergKohn eil ruolo della
densita. . . . ... . .. ..
2.2 Lostemadi KohneSham . ... ... ............
2.2.1 Perde sceglieredi lavorare con un sistemanon intera-
gerte . . ...
2.2.2 Leequazionidi KohneSham . ... .. ... ... ..
2.3 Alcuneconsiderazioni. . . . . . .. ..o
231 Lospin. . ... e
2.3.2 Lateoriacostruita . .. .. ... .. .. ... .....

La teoria della funzione di Green

3.1 Introduzione. . . . . . . . .. ...

3.2 LafunzionediGreen . . . .. ... ... . ... ... . . ...
3.21 Denizione. . . . . . . . e
3.2.2 Rappresetazionedi Stroedinger,Heiserberg e intera-



INDICE

3.3 Il teoremadi Gell-MannelLow . .. .............. 23
3.3.1 Introduzione: l'accensioneadiabatica . . . . . . .. .. 23
332 Enunciato . . . . .. ... 25

3.4 Interpretazione sica dellafunzionedi Green. . . . .. .. .. 25
3.4.1 Analizziamol'espressione . . . ... .. ... ..... 25
3.4.2 L'equazione del moto e confrorto con la de nizione

classicadi funzionedi Green. . . . . .. ... ... .. 26

3.5 Larappresemazionedi Lehmann . ... ... ......... 27

3.6 Il teoremadi Wick . . ... ... ... ... ... .. .. ... 29
3.6.1 Introduzionealteorema . . .. ... ... ....... 29
3.6.2 Enunciato . . . . . .. .. ... 30

3.7 Analizziamo la funzionedi Greenconil teoremadi Wick . . . 32
3.7.1 Laprima equazionedi Hedin. . . . . ... ....... 32

3.8 Equazionedel moto conla self-energia . . . . . .. .. .. .. 33

3.9 LeequazionidiHedin. . . ... ... .............. 35
3.9.1 Introduzionealle equazioni. . . . .. .. ... .. ... 36
3.9.2 Dimostrazionedelleequazioni . . . . .. ... ... .. 38
3.9.3 La sica dietro le equazionidi Hedin . . . . . ... .. 40

4 Approssimazioni 43

4.1 Introduzione. . . . . . . . . ... 43

4.2 L'approssimazionelocale . . . . . .. .. ... ... . ... 44
4.2.1 ApprossimazioneLDA . . .. .. ... L. 44
4.2.2 ApprossimazioneLSDA . . . .. ... ... 45

4.3 Perche l'approssimazioneLDA funzionacos bene . . . . . .. 46
4.3.1 Introduzione. . . . . . .. ... 46
4.3.2 1l teoremadi connessionadiabatica . . ... ... .. a7
4.3.3 La bucadi scanbio e correlazione. . . . . .. ... .. 48

4.4 Oltre l'approssimaziondocale . . . . . ... ... ... .... 49
4.4.1 L'equazionedi Sham-Saluter . . ... ... ... ... 49

5 Spettro di eccitazione. L'accoppiamen to particella buca. 51

5.1 Introduzione. . . . .. ... .. . . ... 51

5.2 Lateoriadellarispostalineare. . . .. ... ... ....... 52
5.2.1 Larappresemazione di Lehmanndellafunzionerisposta 54

5.3 L'approcciomany-body . . . .. .. ... .. ... .. ... .. 54
5.3.1 Perde la funzione di Greena particella singolanon e

suciente . ... .. 54
5.3.2 L'equazionedi BetheSalpeter . . . . .. ... ... .. 56
5.4 LaTime-Dependet DFT . .. ... ... ... .. ...... 57

5.4.1 Utilizziamo la teoria della risposta lineare nella TDDFT 58



INDICE i

5.4.2 Un'equazionedi Dysonperla TDDFT . ... ... .. 59
5.5 Approssimazioni. . . . . . ... 60
5.5.1 L'approssimazioneadiabaticaLDA . .. .. .. .. .. 60
5.5.2 L'approssimazioneadiabaticaLSDA . . . . . .. .. .. 61
Il Studio di sistemi isolati 63
6 La form ulazione di Casida della TDDFT 64
6.1 Introduzione. . . . .. . .. ... ... ... 64
6.2 La polarizzabilitadelsistema . . . ... ... ... ...... 64
6.3 La TDDFT nello spaziodelle con gurazioni . . . . ... ... 65
6.3.1 Cambiodibase. ... .. ... ............. 65
6.3.2 Lafunzionerispostaliberaeil kernel . . . . .. .. .. 67
6.3.3 L'equazionediCasida . .. ............... 68
6.4 Studio di sistemiashellchiusa. . . . .. ... ......... 71
6.4.1 Interpretazionedellefunzioni d'onda degli stati eccitati
eregoledi selezione. . . . .. .. ... ... ... ... 73
6.4.2 Interpretazionedelle matrici di Casida . . . .. .. .. 75
6.5 Studio di sistemiashellaperta . . .. ... .......... 75
6.5.1 |l problemadelle eccitazionimultiple . . ... ... .. 76
6.6 Proposteperestenderdateoria . . . .. ... ... .. .... 78
6.6.1 Includerela possibilitadi spinip . ... ... ... .. 79
6.6.2 Sisteminoncollineari. . . . ... ... ......... 80
7 Risultati 83
7.1 LamolecoladiBeH . . . ... ... ... ............ 83
7.1.1 Calcoliesequiti . . . . ... ... ... ... ... . 83
7.1.2 Presettazionedellamolecola. . . . . .. ... ... .. 83
7.1.3 Cornvergenzaper gli orbitali diKS . . . . ... ... .. 85
7.2 Analisideidati . ... ... ... .. ... ... . 87
7.2.1 Confronto coni risultati ottenuti da Casida . . . . . . 87
7.2.2 Altri testdicorvergenza. . . .. ... ... ...... 92
7.3 Considerazioninali . .. ... ... ... ........... 93
7.4 |l kerneldella TDDFT . . . .. ... .. ... ... ...... 102
7.4.1 Introduzione. . . . . . . ... 102
7.4.2 Un kernela due punti per la teoria molti corpi . . . . . 102
7.4.3 UnKkernelperlaTDDFT . . .. ... .. ... ..... 103

Conclusioni 105



INDICE

L'univ erso Nano quanta

A Descrizione di molecole biatomic he
A.1 Classi cazionedegli orbitali molecolari . .
A.2 Classi cazionedelle eccitazionimolecolari

B Dieren ti rappresen tazioni di un operatore
Una tesi in sica

Ringraziamen ti

107

110
110
111

112

117

124



Presentazione del lavoro di
guesta tesi

La spettroscopia e lo studio della materia e delle sue proprieta realizzato
analizzandola luce, il suono, o le particelle che vengonoemesseassorbite
o ri esse dalla materia che si vuole descrivere. La spettroscopia puo ance
esserale nita comelo studio dell'interazionetra luce e materia [21]. Storica-
merte la spettroscopiaerariferita a un tip o di scienzain cui la luce visibile
veniva usata per studi teorici sulla struttura della materia e per analisi quali-
tativ e e quartitativ e. Recenemerte, comunque, la de nizione ha assurno un
carattere piu generalecon lo sviluppo di tecniche sperimertali che utilizzano
non solo la luce visibile, ma andhe molte altre forme di radiazione elettro-
magneticae non: microonde, onde radio, raggi X, elettroni, fononi (0 onde
sonore)e altre. Tali tecniche vengonoutilizzate nel campo della sica e del-
la chimica per l'identi cazione di sostanzeattraversolo studio dello spettro
emess assorbitoda esse;in astronomiala spettroscopia viene fortemerte
utilizzata e molti telescopisonodotati di spettrogra utilizzati per misurare
la composizionechimica e le propieta siche di oggetti astronomici.

Le eccitazioni elettroniche in particolare sono alla base degli spettri di
eccitazioneche vengonopiu comunemerte studiati. Negli ultimi vert'anni ci
sono stati numerosi miglioramerti delle tecniche sperimertali utilizzate per
lo studio delle eccitazioni elettroniche in materia condensata;d'altra parte
molti degli aspetti sici legati a tali esperimerti richiedono, per esserede-
scritti, opportuni modelli teorici. Appare dunqueinteressare sviluppare tali
modelli e veri carne la validit a utilizzando i dati sperimertali piu receri. Lo
scop e quello di disporre di strumerti in grado di prevederei risultati degli
esperimerti prima di eseguirli. Infatti lI'approccio teorico o re il vantaggio
di esseranenodispendioso,siain termini economiciche in termini di risorse
umanee di tempo.

In ogni esperimerto di spettroscopia un campioneviene perturbato e si
misura la risposta del sistemaa tale perturbazione, quindi in generalenon
e su cien te calcolarele proprieta di stato fondamenale del sistemaper in-
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Figura 1. Rappresetazione shematica delle eccitazioni coinvolte in di e-
renti tipi di spettroscopia: fotoemissionediretta, fotoemissioneinversa e
assorbimeto.

terpretare e prevederei risultati degli esperimerti. La foto-emissionediretta
ed inversae l'assorbimeno possonoessereconsideraticomeil prototip o dei
fenomeniche si vorrebbero descrivere in questocortesto (g. 1). Il lavoro
della presere tesi e focalizzato sullo studio dello spettro di assorbimeto di
sistemiisolati che presenino e etti legati allo spin.

La tesi si apre, Capitolo 1, con un'introduzione alle equazioniche sono
alla basedello studio di un sistema sico tramite il formalismo della mecca-
nica quartistica e vengonoillustrate quali sianole maggiori di colt a che si
incontrano nel tentativo di risolverle. Sonoquindi esposte nei due capitoli
successivle due teorie che vengonoutilizzate per superaretali di colt a nella
descrizionedello stato fondamertale del nostro sistema: la Density Functional
Theory (DFT), Capitolo 2, e la Many Boduy perturbation Theory (MBPT),
Capitolo 3. Nel Capitolo 4 vengonoquindi illustrate le approssimaziondn-
trodotte nell'ambito della DFT, che costituiscela teoria che utilizzeremo per
i calcoli eseguitinell'ambito di questatesi.

La descrizionedello stato fondamertale del sistemae il punto di partenza
per poterne descriwere lo spettro di eccitazionema, come gia detto, non e
su cien te a comprenderela sica che sta alla basedegli esgerimerti di spet-
troscopia. Nel Capitolo 5 della tesi vengonoquindi espste le estensionidelle
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(a) densita dello stato fondamertale (b) densita del primo stato eccitato

Figura 2: Molecolatest del BeH. Raronto tra la densita dello stato fonda-

mertale e quella del primo stato eccitato. Le immagini sono state costruite

a partire dall'interpretazione delle funzioni d'onda di KS. Solo I'immagine

dello stato fondamertale potrebbe, in basea giusti cazione formale, essere
interpretata comela densita reale del sistema. Possiamoconunque osserare

comela densita elettronica attorno all'atomo di sinistra, atomo di idrogeno,
sia diminuita poiche la nube elettronica e ora distribuita su di uno stato ec-
citato. Quellerappresemate in gura sonodue isosuger ci a valore costarte

delladensita; i colori sul pianoindicanoinveceil valoredella densita sul piano

stesso,l rossoindica le zonedi massimadensita, il blu le zonea densita piu

bassa.

due teorie presetate necessariger lo studio delle energiedi eccitazionedi

un sistemaed in particolare I'equazionedi Bethe-Salgeter, estensionedella
MBPT, ela Time DependetDensity Functional Theory (TDDFT), estensio-
ne della DFT. Come per la parte di stato fondameriale le approssimazioni
necessariger l'utilizzo della TDDFT vengonoesposte nella parte nale del

capitolo.

Nella secondaparte della tesi ci concertriamo invecein modo piu det-
tagliato su quello che e il formalismo di Casidaper la TDDFT, esposto nel
Capitolo 6, formalismoatto allo studio di sistemiisolati e che e in particolare
legato alla descrizionedegli e etti di spin, presetti sia nello studio di sistemi
a spin perfettamerte equilibrato, sia nello studio di sistemi con stato fon-
damenale spin polarizzato, polarizzazionecollineare. Nel capitolo vengono
in particolare messein luce le di erenze tra i due tipi di sistemi nell'ambito
dell'approssimazioneeseguita.

Il lavoro della presene tesi e stato in particolare mirato allo studio di
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(a) densita a spin up (b) densita a spin down

Figura 3: Molecolatest del BeH. Raronto tra la componerte a spin up e
guella a spin down della densita dello stato fondamerale.

sistemi con stato fondamerale spin-polarizzato. Le modi ¢ he necessariger
lo studio di sistemi spin-polarizzati sono state implemertate all'interno del
software ABINIT [14], che in precedenzapermetteva di studiare al livello
TDDFT solo sisteminon polarizzati. E stata poi sceltala molecoladi BeH
(g. 2, 3) per testare I'implementazione fatta confrortando i risultati da noi
ottenuti con altri calcoli teorici e con dati sperimertali, Capitolo 7.



Parte |

Theoretical background



Convenzioni utilizzate nel capitolo

n: numerodi elettroni

N: numerodi ioni

m: massaelettrone

M: massaione

e: caricadell'elettrone

r: coordinata elettrone

R: coordinata ione

p.q: indice elettroni

P,Q: indice ioni

io: abbreviazioneper ione

el: abbreviazioneper elettrone

T: energiacinetica

V: potenzialeesterno

H: Hamiltoniana

i: d_l—l

h: costarte di Plank ridotta
funzioned'onda molti corpi



Capitolo 1

La sica della materia

1.1 Lo studio dei sistemi a molti corpi

Studiare le proprieta di una molecolao di un materiale qualsiasiscegliendo
comepunto di partenzala meccanicaquartistica signi ca cercaredi risolvere
I'equazionecheregolail comportamerto di tutte le particelle che costituiscono
tale sistema. Si tratta piu in speci co dell'equazionedi Scroedinger per il
moto accoppiatodi atomi ed elettroni, che, de nite le segueti grandezze

2, 2 2,2
T X hT oo X G,
el om ion oM
p=1 P=1
e X e
Oel el = i . ‘Oion ion — ﬁ
osqlfp Td peo /NP o)
XX 2
Oion el = 7.R -
p=1 p=1 7P T

risulta:

fel + fion T Vel e t Oion ion T Vion el = |h% . (1-1)

Cos formulata tale equazionerappresema un problemadi dicolt a non
risolvibile, perlomenoconi mezzimatematici che abbiamooggia disposizione.
Questo per diversi motivi: innanzi tutto perche e un'equazionedi erenziale
alle derivate parziali e perche dewve descrivereil comportamerti di un numero
di particelle interageni che puo esseredell'ordine del numero di Avogadro
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(10* particelle!). Di questotip o di equazioneesisteuna soluzioneesatta, al-
menoin 3 dimensioni,soloper lo studio di una singolaparticella nel vuoto o
immersain potenziali che preseiino particolari simmetrieo in ne per lo stu-
dio di due particelle interagerti. In altre parole per quarno riguarda la sica
della materia siamoin gradodi trovare una soluzioneesattaa questaequazio-
ne solo per quano concernelo studio di un elettrone libero o per I'elettrone
dell'atomo di idrogeno(l'unico elememno che presema un solo elettrone).

L'avvento dei computer ha o erto una possibilita alternativa al calcolo
analitico per la soluzionedel problema. D'altra parte, come mostrato da
Walter Kohn nelle sue Nokel Lecture [6] andhe con il supporto di software
numerici la possibilita di studiare la funzioned'onda molti corpi restalimitata
a sistemiche presenano un numerodi particelle ridotto. Cercandodi studiare
sistemi piu complessici si trova infatti di fronte a quello che Kohn de nisce
un \Exp onertial Wall" (Muro Esponenziale)e che di fatto limita le attuali
possibilita, nel casodi soluzionediretta dell'equazione,a sistemi cortenerti
circa 10 elettroni.

Per poter utilizzare la meccanicaquartistica per i nostri scopi dovremo
dunque ricorrere a nuovi strumerti matematici che ci permettano di tra-
sformarel'equazionescritta e quindi introdurre diverseapprossimazionicer-
candoin qualdhe modo di mantenereil cortrollo, durante i calcoli, di tutte
le approssimazionieseguite. La teoria che illustreremo all'interno di questo
lavoro costituira proprio quell'insieme di approssimazionie teoremi che ci
permetteranno di giungere, partendo dall'equazione(1.1), ad un problema
risolvibile.

Come vedremo, un ruolo chiave nella teoria verra rivestito da equazioni
di Sdroedingera particella singolache costituiscono,comegia detto, I'unico
casoin cui siamoin grado di ottenere una soluzione. Un ruolo chiave sara
swlto inoltre dalle grandezzeintegrate, in particolare la densita del sistema
e la funzione di Green. Le equazioniche troveremo sarannodi tip o auto-
consistette. Cio signi ca che per studiarle un ruolo dominante sara swlto dai
calcolinumerici, poiche solograzieall'avverto dei moderni computer siamoin
grado di risolvere tali equazioniche, altrimenti, rimarrebbero non risolvibili
cos comel'equazioneiniziale.

La teoria non verra presenata secondd'evoluzionestorica che ha avuto,
piuttosto secondoguello che e lo sthhemalogico che ho utilizzato per studiarli
e comprenderli.

Le dueteorie piu importanti che andremoad illustrare nei prossimicapi-
toli sarannola teoria della funzione di Green, che indicheremocome MBPT
(Many-Body Perturbation Theory), e la teoria del funzionale densita, che
indicheremocomeDFT (Density Functional Theory).
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| teoremi di cui ci serviremoper lo sviluppo della teoria saranno: il teo-
rema di Hoherberg-Kohn e il teorema di Kohn e Sham per la DFT, e il
loro equivalerte per I'estensioneal casodipendere dal tempo (TD-DFT); il
teoremadi Gell-Mann e Low e il teoremadi Wick per la MBPT.

Le prime due approssimazioniche introdurremo saranno l'approssima-
zione di Born-Oppenheimer, che ci servira per disaccoppiareil moto degli
elettroni da quello degli ioni e I'approssimazionedi potenziale statico per il
campo di Coulomb (approssimazioneche abbiamo in realta gia introdotto
scrivendol'equazionedi Scroedinger), poiche consideranda ritardi andhe le
equazionidella sica classicadivertano troppo complesseimmaginate quindi
quelle della meccanicaquartistica. Le altre approssimazioniprincipali di cui
parleremosarannola LDA (Local Density Approximation) per la DFT e la
A-LDA (Adiabatic-LD A) peril casodipendene dal tempo; I'approssimazione
GW (chiariremo inseguitoil signi cato) per la formulazione Many-Body.

Le equazionipiu importanti che verranno nominate per le due teorie sa-
rannoin ne le equazionidi Kohn e Shamperla DFT edil loro equivalerte per
il casodipendene dal tempo (TDDFT); le equazionidi Hedin e I'equazione
di Bethe-Salgeter per la MBPT

1.2 L'approssimazione di Born-Opp enheimer

L'approssimazionedi Born-Oppenheimerconsistenel consideraredisaccop-
piati il moto degli elettroni e il moto dei nuclei che costituisconoil nostro
sistemapartendo dalla considerazioneche essipresetano massemolto di e-

renti e quindi ewlvono su di una scaladi tempo molto di erente. Dal punto
di vista matematico cio signi ca che possiamoidealmerie separarela nostra
equazionein due parti, la prima per il moto degli elettroni, nella quale le
posizionidegli atomi vengonoconsideratedei parametri e la secondache pos-
siamo risolvere per trovare la posizionedegli atomi una volta che abbiamo
ottenuto la funzioned'onda degli elettroni. Per il momerto ci concertreremo
solamerte sull'equazionedel moto degli elettroni:

fel + \I)el el t ‘Oion el = |h§ . (1.2)

La ragioneche ci induce a concettrarci, per il momerto, sulla risoluzione
dell'equazioneper gli elettroni nascedal dal fatto che gran parte delle pro-
prieta del sistemadipenderannoproprio dalla soluzionedi questaequazione,
mertre per quarto riguarda gli ioni ci bastera semplicemete conoscerda loro
posizionedi equilibrio (e non la funzione d'onda) principalmente per deter-
minare i parametri dell'equazioneelettronica. Se volessimocalcolareanche
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il moto degli ioni questopotrebbe ad esempioesserefatto in approssimazio-
ne armonicaper studiare le proprieta vibrazionali del sistema. All'in terno di
guestatesi comunqueci occuperemosolodello studio delle eccitazionielettro-
niche e dunquegli ioni, una volta trovata la posizionedi equilibrio, saranno
consideratifermi.

1.3 Il ruolo dell'in terazione, le grandezze in-
tegrate e le funzioni d'onda a particella
singola

L'equazioneresta comungue un problemaformidabile. La maggioredi colt a
che dewe esserea ron tato e dovuta al fatto che il nostro sistemapresena un
numero di particelle molto elewato e che questesonotra loro interagerti. La
conseguenzanatematica e dunque quella di avere un'‘equazioneche preseta
un numero molto elewato di variabili che dewono esserestudiate corntempora-
neamette. Entrambe le teorie che abbiamocitato in precedenzala DFT ela
teoria MBPT, sonostate elaborate appurnto per superaretale problema.

Il problema del numero elewvato di variabili viene superato da ertrambe
le teorie grazieall'utilizzo delle\grandezzeintegrate", cioe di funzioni in cui
tutte le variabili, tranne poche, sonostate integrate. Si tratta della densita
per la DFT e della funzione di Greenper la MBPT. L'idea e quelladi non
voler necessariamdn calcolarela funzione d'onda dell'intero sistemama di
calcolarequartit a piu maneggeuli, che sianopero in gradodi descrieretutte
le proprieta del sistema.

Anche in questomodo pero tali teorie restanoinutilizzabili poiche la pre-
senzadell'interazionerendera impossibileandhe il calcolodi questedue gran-
dezze.Nell'a ron tare questoproblemale due teorie presetano un approccio
completamerte di erente.

La DFT riescein modo elegane a spostare il ruolo dell'interazione al-
l'interno di un potenziale esternoche agiscasu un sistemadi particelle non
interagerti. A partire da questo,che sottolineiamoin principio non ha senso
sico, vengonopoi ricavate le grandezzesiche ed in particolare la densita e
I'energiadello stato fondamenale. Il pregiomaggioredi questateoria restala
semplicita delle equazioniche, a partire da essa,possonoesserecostruite. In
particolare grazie a questotip o di approccio si riescea superareil problema
del \Muro Esponenziale"di cui abbiamo parlato in precedenzd6]. Il limite
maggioreinvecee costituito dal fatto che la forma di tale potenzialenon e
noto e che dunque la teoria necessitidi un input esterno per poter essere
utilizzata.
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La MBPT aronta inveceil problema cercandodi giungerealla soluzio-
ne attraversoun approccio di tip o perturbativo a partire dalla soluzionedel
sistemanon interagerte. Il punto di partenzadi tale approccio e quello di
considerard'interazionecomela grandezzgerturbante del sistema. La teoria
vienepoi riscritta sotto formadi un setdi equazioniche descrivonole grandez-
ze siche caratteristiche del sistema. In questaformulazionesi partire dalla
soluzionedel sistemanon interagerte e si calcolnovia via le grandezzesiche
del sistemain modo iterativo. Cos facendoad ogni iterazione si aggiungono
le correzionialla soluzionedel sistemanon interagerte dovute all'interazione.
Questoteoria o re il vantaggio, dal punto di vista dell'autore, di esserepiu
facilmerte interpretabile grazie ande ai diagrammi di Feynman. Lo svan-
taggio e in primo luogo quello di richiederestrumenti matematici molto piu
ranati e di presenare calcoli molto piu complessidella DFT.

Concludiamo questo capitolo anticipando che cio che viene fatto in pra-
tica e utilizzare equazioniche sonoil risultato dell'incrocio delle due teorie,
spesscandandoal di la di cio che e stato formalmerte giusti cato. Cio di cui
parleremoin questatesi infatti si avvicina spessoa quelli che sonole fron-
tiere della ricerca e a volte i modelli utilizzato trovano giusti cazione soloa
posteriori nel fatto che sonoin grado prevederein modo corretto i risultati
sperimertali.



Capitolo 2

La teoria del funzionale densit a

2.1 |l teorema di Hohen berg-Kohn

2.1.1 Dimostrazione del teorema

In questo capitolo preseneremo quelle che sonole basi della teoria del fun-
zionaledensita. Il punto di partenzadi tale teoria e il teoremadi Hoherberg-
Kohn, il quale a erma che, dato un sistema sico di particelle in cui l'in-
terazione e ssata, esisteuna relazionebiunivoca tra il potenziale esterno
applicato a tale sistema, la funzione d'onda dello stato fondamertale e la
densita di particelle dello stato fondamenale

V() o) o

Dimostriamo il teoremascegliendocomemodello un sistemadi particelle
descritto dalla seguete Hamiltoniana

A=T+0+w ;

dove T rappresema l'operatore energiacinetica, W e l'interazione e ¥ il
potenziale esterno. Immaginiamo ora che l'interazione sia ssata, mertre
che il potenzialeesternopossaesserdibero, con la sola condizionepero che
lo stato fondamenale del sistemarisulti non degenere. Delle relazioni tra
potenziale esterno, funzione d'onda dello stato fondamertale e densita dello
stato fondamernale due sono, in principio, banali: la funzione d'onda puo
esserdnfatti ricavata a partire dal potenziale esternorisolvendo I'equazione
di Scroedinget e la densita dalla funzioned'onda

o=h ojy ol. (2.1)

LA ermiamo qui che la relazionee banale poiche nella dimostrazione del teoremasiamo
semplicemete interessatialla suaesistenzain principio. Restainvecenon banale utilizzare
in pratica tale relazione
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Restanodunque da dimostrare le due relazioni inverse.

Partiamo dalla prima delle due implicazioni. Dimostreremo per assurdo
che ssare per il nostro sistemauno stato fondamertale signica ssare |l
potenziale esterno a meno di una costarte additiva, che pero non riveste
alcuna importanza dal punto di vista sico poiche I'energia di un sistema
puo sempreesserestabilita a menodi una costarte. Ipotizziamo dunque che
esistanodue di erenti potenziali esterni che diano come soluzionelo stesso
stato fondamertale

(T + W+ V)] of = Eqj o
(T+w+ U §i=EF o | (2.2)
conj o =j 3.
Seora sottraiamo la prima equazionealla secondaotteniamo

(0t Y i = (Eq Ej ol

Applicando ad ertrambe le equazionil'operatore h oj e assumendoche la
funzione d'onda sia normalizzataad uno otteniamo

VeUx) V®Ux)=(Eo Eg) (2.3)

il che dimostra appunto, assumendoche le funzioni d'onda siano ewertual-
merte uguali a zero solo in regioni dello spaziodi misura nulla, che i due
potenziali possonadi erire al piu di una semplicecostarie additiva.

Dimostriamo ora la secondaimplicazione, vale a dire che ssata la den-
sita risulta stabilita andhe la funzioned'onda. A questoscom dimostriamo
che due funzioni d'onda di erenti non possonogenerarela stessadensita, in
altre parole che ssato j oi 6 j Ji risultera o 6 3. Per la dimostrazione
utilizziamo il fatto chej oi elo stato fondamenale del sistemae dunquelo
stato a minima energia:

Eo=h ojHj o <h %Aj S

dove B} = T + w+ ¥* e 'Hamiltoniana assaiata al potenziale esternoche
haj oi comeground state. Riscriviamo ora I'equazionecome
z

h GRC U™+ 0 0i= Eg+ d* qr) V() V() , (24)

dove Ho= T + w+ V' ® e abbiamo utilizzato il fatto che I'operatore poten-
ziale e un operatore moltiplicativ o in spazio(r). Otteniamo cos la seguete
relazione Z

Eo< EJ+ d*r Qr) v™(r) Vv®(r) . (2.5)
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Ripetendo lo stessoragionamerto partendo dalla funzione d'onda j Ji
otteniamo l'equazione
z

Eg< Eo+ d (r) V®Ur) V()

Sein ne ipotizziamoche (r) = Yr) e sommiamole due equazioniotteniamo
Eo+ ES< Eq+ EJ

il che e ovviamerte impossibile.
Cio che abbiamo sin qui dimostrato e in realta che le segueti mappe

F oot | 0 (2.6)
G: o ! 0o

sonoiniettive. A nc he esistainveceuna corrispondenzabiunivocatra funzio-
ni d'onda, densita e potenziali abbiamo bisognoche essesiano ande suriet-
tive. La questionepotrebbe apparire super ua poiche sevogliamo utilizzare
tale teoria per descriveresistemi sici reali (e secrediamonellavalidit a dell'e-
guazionedi Sdroedinger) e ovvio che utilizzeremo funzioni d'onda che sono
asseiate ad un qualdche potenzialeesterno. Allo stessomodo restera dunque
owvio che utilizzeremo, per la densita, funzioni che abbianoun signi cato -
sicoe che dunquedebbanoessereottenibili a partire da una qualde funzione
d'onda. In realta, poiche proprio la densita costituira, comevedremo,il pun-
to di partenzadi tale teoria sara ragionewle chiedersiquale debbaesserdo
spaziodellefunzioni da cui sianecessarigartire nello swlgerei calcoli. Resta
dunquenon banalela suriettivit a della secondadelle due mappe rispetto allo
spaziodelle funzioni.

Lo studio di tale problemanecessitda formulazionedi ulteriori teoremied
unadiscussionali questofatto esuladagli scopidi questolavoro. Altro punto
di cui non ci occuperemo all'interno di questatesi e quello dell'estensione
di tale teoremaa sistemi che presertano uno stato fondamertale degenere.
Per chi fosseinteressatoalla questione e possibile trovare una discussione
approfondita del problemanella referenzal2].

2.1.2 Lo scopo del teorema di Hohenberg Kohn e Il
ruolo della densita
Comeabbiamogia accennatain precedenzda densita del sistemavuole essere

la grandezzada cui partire per studiare un sistemaa molti corpi nell'ambito
della teoria del funzionale densita. Si tratta infatti di una grandezzache, a
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di erenza dellafunzioned'onda, e funzionedi una solavariabile e che dunque
puo esserepiu facilmerte cortrollabile. L'idea per poter utilizzar il teorema
appena dimostrato e quella di formulare un principio di minimo partendo
proprio da questagrandezza.Utilizzando infatti la mappainversadella fun-
zione G possiamocostruire, in linea teorica, una funzione d'onda a partire

da una data densita. Variando la densita nello spaziodelle funzioni ad una
variabile ci muoveremonello spaziodelle funzioni d'onda individuando tut-

te quelle che sonolo stato fondamertale di un qualche sistemadescritto da
un'Hamiltoniana del tipo

A 1= T+w+ Vo] |

dove abbiamoindicato cheil potenzialeesternosara il funzionaledella densita
stabilito dall'inversionedella funzioneF G. Seora costruiamo la segueie
grandezza,

E=h[ JiRi[ I .

dove pero questavolta I'Hamiltoniana e quella che descriwe il nostro sistema
sico ein cui dunqueil potenzialeesternoe ssato, otteniamo un funzionale
il cui minimo corrispondera con il prenderela funzione d'onda dello stato
fondamernale e dunque la funzione d'onda e la densita che, all'interno dello
sthema di Hoherberg-Kohn sono legate all'lHamiltoniana di partenza e che
hanno signi cato sico.

Abbiamo dunque raggiunto uno dei nostri scopi, cioe quello di costruire
una teoria che possapartire semplicemete dalla densita del sistema piut-
tosto che dalla sua funzione d'onda e quindi dalla soluzionedell’equazione
di Sdroedingera molti corpi. Per trovare infatti lo stato fondamerale del
nostro sistemanon dovremo far altro che minimizzare, rispetto alla densita
il funzionaleappenacostruito. Il problemadi questoapproccio consistepero
nel fatto che il funzionale passadi fatto ancoratramite la costruzionedella
funzioned'onda molti corpi e cheil teoremadi Hoherberg-Kohn non fornisce
alcun metodo pratico per costruire tale funzione. Il problemadella costruzio-
ne della funzione d'onda resta in ultima analisi legato a quello del fatto che
le particelle sonointeragenti. Il modello che riescea superarequestoostacolo
verra spiegatonel prossimoparagrafo ed e stato formulato un anno dopo |l
teoremaappenadimostrato. Come abbiamo detto nell'introduzione, seble-
ne la grandezzafondamerale per questateoria resti la densita del sistema,
allinterno di questomodello assumerannaun ruolo fondamerale le funzio-
ni d'onda di particella singolache sonole uniche funzioni d'onda che siamo
in grado di calcolarea partire dall'equazionedi Sdiroedinger. Sottolineiamo
pero chetali funzioni d'onda non avranno di fatto nessunsigni cato sico ma
sarannosemplicemete un arti zio utilizzato per raggiungerei nostri scopi.
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2.2 Lo schema di Kohn e Sham

2.2.1 Perche scegliere di lavorare con un sistema non
interagen te

Lo schemadi Kohn e Shamnascedall'idea di utilizzare comesupporto per i
nostri scopiun sistemadi particelle non interagerti, in modo che, nei calcoli
che dovremo fare, ci troveremo a lavorare con equazionidi Sdroedinger a
particella singolache saremoquindi in gradodi risolvere. La sceltadi lavora-
re conle funzioni d'onda di un sistemanon interagerte, anzide direttamente
con la densita del sistema, senbrerebbe una complicazionedella teoria sin
qui presemata poiche in questomodo ci troveremoa lavorare con grandez-
ze a molte variabili e dunque dovremo nuovamerte a rontare il problea del
numero eleato di particelle. D'altra parte questasceltao re il vantaggio di
esseraln punto di partenzamigliore per introdurre delle approssimazioniche
consetano di utilizzare in pratica la teoria presenata. In particolare il suc-
cessadi questasceltae in gran parte dovuto al successalell'approssimazione
LDA di cui parleremonel capitolo 4 di questatesi.

Anche in questotip o di approccio la densita restaconunquela grandezza
fondamenale dello shemace il punto di partenzadella teoria.

2.2.2 Le equazioni di Kohn e Sham

L'idea e dunque quella di utilizzare il teoremadi Hoherberg-Kohn per un
sistemaausiliario in cui l'interazione e nulla. In questo modo otterremo a
partire da una densita di prova unafunzioned'onda di particelle indipenderi
s[ ] soluzionedi un'Hamiltoniana con potenziale esterno V[ ] ertrambi
costruiti a partire dalle mappe Fs e G5 per un sistemanon interagerte.

f+ol]l S[1=E d1 . (2.7)

L'apice \s" indica appunto il fatto che facciamoriferimento ad un sistemain
cuiw = 0.
Vogliamo ora provare a riscrivere il funzionale della densita da cui rica-
viamo l'energia del sistemanel suo minimo partendo dalla funzione d'onda
s[ ]- L'idea per tale funzionale e quella di fare il valor medio dell'Hamil-
toniana non interagerte rispetto alla nuova funzioned'onda e di inserire poi
dei termini correttivi per tener corto dell'interazionee della di erenza tra la
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funzioned'onda reale e quella non interagerte.
2 09
EJ[]1=h ¢ JiT + 0 + —2 2 ¥ &3O+ Eye
[1=h <[] oL s UL AR B BN
=T[ ]+ U ]+ En[ 1+ Exl ]

Cerchiamo di analizzareil funzionale scelto. Il primo termine e costituito

dall'energiacinetica delle particelle non interagerti (Ts[ ]) poiche la speranza
e quella che non di erisca di molto dall'energia cinetica del sistemareale. Il

secondotermine e costituito dall'energiadovuta al potenziale esterno(U®*)

e poiche questadipendesolodalla densita sara idertica a quella del sistema
interagerte. 1l terzo termine e costituito dall'energiadi Hartree (Ex[ ]) cioe
I'energiadovuto a quelloche ei campo mediodegli elettroni. E stato inserito
poiche e 'unica parte dell'interazione che sappiamoscrivere in modo esatto
sotto forma di funzionale della densita e di cui quindi sappiamo calcolare
I'energia; andr'essodipendeunicamerie dalla densita e corrispondeall'energia
di campo mediodel sistemainteragerte. L'ultimo terminein ne vienede nito

comela di erenza tra il funzionale costruito per il sistemainteragerie e i

termini sin qui consideratidel funzionaleappenacostruito. Essoin particolare
tiene corto della di erenza tra I'energiacinetica dei due funzionali e di quella
dovuta tra l'energiadi Hartree e I'energiadovuta all'interazione.

Eel]1= (T[] TLD+(Eul] ExlD .

dove con E,, abbiamoindicato il valor medio dell'interazionew rispetto alla
funzione d'onda del sistemainteragerne. Scritta in particolare I'espressione

dell'interazionecome
ZZ

W= dr o®r OJr 1 qAY(r)AY(r% 9™ r) (2.9)

possiamoora de nire la \funzione di correlazionea coppie”

MO~ (r 19

woETHm o (220
e scrivere in modo esplicito il valor medio hw(r; r9i
1Z Z 9
ez, o @D Doty (2.11)

il che ci da un'idea della di erenza di questorispetto all'energiadi Hartree.
Poiche il funzionale cos costruito e iderntico a quello del sistemaintera-
gerte se ora cerciamo il minimo rispetto alla densita otterremo, comein
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precedenzala densita e I'energia di stato fondamenale del nostro sistema.
Cio che invecenon avra signi cato sico sara la funzioned'onda.

Possiamoora sfruttare il fatto che stiamo studiando un sistemadi parti-
cellenoninteragerti e scriverela funzioned'onda comeil prodotto di funzioni
d'onda di particella singola. In questomodo in particolare la densita del si-
stemanon sara altro che la sommadei moduli quadri delle funzioni d'onda.
Pensandoora al nostro funzionalecomea un funzionale composto scegliamo
di minimizzarlo rispetto alle funzioni d'onda anzide rispetto alla densita.
Poiche pero le funzioni d'onda rispetto a cui vogliamo minimizzare il nostro
funzionalenon possonovariare lib eramerte nello spaziodelle funzioni d'onda
(che e il prodotto tensoriale degli spazidi Hilbert di particella singola) ma
dewono essereortonormali dovremo cercareun minimo vincolato. Utilizzan-
do la teoria dei moltiplicatori di Lagrangel'’equazioneche dovremo risolvere
sam:

x X Z
— E[(Cwzn )+ hk  hk h(r) k() jii=0.
i=1 ! hik

(2.12)
Il fatto chele funzioni d'onda sonoortogonali ci permette ora di pensareall'e-
guazioneappenascritta comead un setdi n equazionidi erenti. Scriviamo
dunque in modo esplicito tali equazioni, poiche essecostituisconoin e etti
il set di equazionia particella singola che siamoin grado di risolvere e che
cercasamo. A questoscop utilizziamo la seguete relazionetra la derivata
funzionalerispetto alle funzioni d'onda e quellarispetto alla densita

— === =, (2.13)

in modo da poter nalmente scrivere I'equazione a particella singola nel
seguete modo:

—Ts+ — Eq + UM+ E =
i

.[A+0H[]+‘Oext+oxc[] iS 0 . (2.14)

Siamodunquegiunti alla ne delle nostrefatiche, almenoper quarto con-
cernela formulazione della teoria che dovremo poi utilizzare. Cerchiamo di
analizzarei termini di questaequazionee capire come possiamopensaredi
utilizzarla ai nostri scopi. Comevolevamo e un'equazionea particella singola,
abbiamo un termine per I'energia cinetica, un termine per il campo medio,
il potenzialeesternoe un potenzialeche tiene corto del fatto che il risultato
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della nostra equazionedewe essereun set di funzioni d'onda che generiuna
densita idertica a quella di un set di particelle reali poste all'interno dello
stessopotenziale esterno presene nella nostra equazione. Otteniamo dun-
gue che, sesommiamoin un unico termine il potenzialeesterno,il potenziale
di Hartree e il termine di scanbio e correlazioneotteniamo esattamene il
potenziale¥s introdotto nell’equazione(2.7).

2.3 Alcune considerazioni

2.3.1 Lo spin

Finora abbiamo parlato di DFT prendendoin considerazionela densita e
abbiamo mostrato comel'energia dello stato fondamertale del sistemapossa
essereespressaomefunzionaledi questagrandezza. Tutte le dimostrazioni
sin qui eseguiterestano di fatto valide seil potenziale esternopuo essere
espressaella forma sceltaper la dimostrazionedel teorema, ovvero nel caso
in cui non sianopreseni campi magnetici. Sevolessimancluderegli e etti di
un campo magnetico, perlomenol'accopiamerio del campo con il momerto
magneticodovuto allo spin

Z

Vet =y VOYN)Ar)  B(r) m(r) (2.15)

dovremmorriscirivere il passaggiq2.4) nel seguete modo
h 8“1%0 OCEXI + Oextj 8| — Eg
+ B ) v(r) V(@) m[9r) B(r) BYr) , (2.16)

il che porterebbe pero ad avere un potenziale che agiscein modo non locale
sulla funzione d'onda nello schemadi KS [2].

Quello che dunquevienesolitamerte fatto e svilupparela teoria scrivendo
un funzionale della densita e della magnetizzaziongo della matrice densita
di spin, il che e equivalerte) in modo da poter lavorare con dei campi locali.
Non riportiamo qui la dimostrazionedi questaestensionedei teoremi visti;
nel corsodel nostro lavoro faremo conunque usodi questofunzionale

poichetale teoria vieneutilizzata anche per lo studio di sistemiche presertano
uno stato fondamenale spin-polarizzato.
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Poichein realta all'interno di questolavoro ci limiteremo a studiare sistemi
collineari e perturbazioni con campi magnetici diretti secondol'assez sara
su cien te studiare il seguete funzionale

in cui I'energia e cioe funzionaledelle solecomponerti diagonali della matrice
densita di spin. Vedremopiu in dettaglio qualesiail signi cato di tale scelta
nel capitolo 4.

Sein ne volessimoinserire andie I'accoppiamerno del campo magnetico
conla correrte elettronica dovremmo sviluppare ulteriormente la teoria. Cio
esulapero dagli scopidi questolavoro.

2.3.2 La teoria costruita

Abbiamo costruito una teoria che possaessereutilizzata per studiare un si-
stemadi particelle interagerti. Come volevamo siamoriusciti a sempli care
I'equazionedi Sdroedingerin modo da dover studiare soloequazionia parti-
cellasingola, partendo da una grandezzaintegrata (la densita). Le quartit a
che siamoin grado di calcolaresonol'energia dello stato fondamernale del
sistemae la sua densita. Non possiamoinvecedire niernte, almeno secondo
giusti cazione formale, della funzioned'onda.

La cosapiu notewle del nostro risultato credo consistanel fatto che nei
passaggisin qui swlti non abbiamointrodotto nessunaapprossimazionele
uniche approssimazionin qui utilizzate sonoquelladi Born-Oppenheimer(di
cui abbiamogia parlato) el fatto che stiamo utilizzando un'interazionedi ti-
po statico. Ovviamerte sarebletutto troppo bello sepotessimoaccorientarci
di questedue approssimazioni.La nostra teoria presena infatti un elemeno
oscuro che e appunto il potenziale di scanbio e correlazione(o se preferi-
te I'energia di scanbio e correlazione). Per una discussionesulla questione
rimandiamo nuovamerte al capitolo 4 del presete lavoro.

Una considerazionea parte merita la questionedello studio dello spettro
di eccitazionedel sistema. Fino ad ora infatti ci siamo limitati a parlare
di energiadi stato fondamerale e abbiamo sviluppato un metodo pratico,
lo shema di Kohn e Sham, per poter calcolaretale grandezza. Ritornan-
do al teoremadi Hoherberg-Kohn pero possiamoosserare come, poiche il
potenziale esternopuo esserescritto comefunzionale della densita a partire
da questo, tramite la soluzionedell'equazionedi Sdroedingerpotremmao, in
principio, riuscire a calcolaretutti gli stati eccitati del nostro sistema. In
pratica avremmo bisognodi sviluppare un metodo, equivalerte allo shhema
di Kohn e Sham, per il computo delle energiedi eccitazionedel sistema. Nel
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capitolo sullo studio dello spettro di eccitazionevedremocometale metodo
pratico e in e etti costituito dalla Time-Dependert DFT (TDDFT) per quel
che riguarda lo studio delle energiedi eccitazioneper stati che presenano
lo stessonumero di particelle dello stato fondamertale. Non ci occuperemo
invecedello studio delle energiedi eccitazionedi stati con un numerodi par-
ticelle di erenti dal quello del stato fondamertale. Per chi fosseinteressato
al problemarimandiamo comesemprealla referenza[2] e all'articolo [7].



Capitolo 3

La teoria della funzione di
Green

3.1 Intro duzione

In questo capitolo cercheremodi introdurvi a quella che e la \Many Body
Perturbation Theory" o sepreferite \T eoriadella funzionedi Green". Per la
comprensionedel capitolo sara richiesta, oltre che la conoscenzalella mecca-
nica quartistica secondda formulazionedi Sdroedingerande il formalismo
matematico della secondaguartizzazionee dunquela de nizione di operato-
re di campo. Cercheremodi delinearetutti quei passaggiche portano alla
costruzionedelle formule matematiche che verranno poi utilizzate all'interno
di questolavoro e, per quarno possibiledi riportare andhe una dimostrazione
dei teoremi che via via citeremo. Poiche d'altro cano questateoria e di fatto
molto piu elaborata della DFT non ci sara possibilepreserare in modo sem-
plice elinearetutti i suoirisultati. Saremoquindi spessacostretti arimandare
il lettore ad altri libri specialistici 0 a pubblicazioni sull'argomeno. In parti-
colareall'interno di questatesi faremo spessoriferimento al testo di Fetter e
Waleda [1], \Quantum Theory of Many-Particle Systems"che costituiscelil
libro su cui ho studiato tale teoria.

3.2 La funzione di Green

3.2.1 De nizione

La MBPT cercadi descrivereil nostro sistemadi particelle interagerti a par-
tire da una grandezzaintegrata, la funzione di Green, cos comela DFT
partiva dalla densita del sistema. Se pero e certo chiaro a tutti cosasia la
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densita e sicuramerte piu di cile spiegarecosasia la funzionedi Green. A

dire il vero esistonoperlomenodue di erenti de nizioni di questagrandezza
e, non avendo ben chiaro quale sia il suosigni cato sico, risulta ancorapiu

complicato capire perche le di erenti de nizioni possanoportare alla stessa
grandezza. La scelta che faremo all'interno di questo lavoro sara quella di

presetare innanzi tutto la funzionedi Greensecondda de nizione cheealla

basedellaMBPT. A partire da questacerdieremodi capirequale possaessere
il suosigni cato sico e qualesiail motivo per cui sia stata sceltatale gran-

dezzaper descrivere il nostro sistema. Il riferimento all'altro modo in cui e

possibilede nire tale funzioneverra fatto unicamere in un secondanomerto

per aiutarci nella comprensionedel signi cato sico di tale grandezza.

La funzionedi Greene dunquede nita nel seguete modo:
h [

h o T ", (xait) %, (x2it2) | o

iIG | (Xt Xo;t0) = R
h ol o (3.1)
. N N . .
hoT “g(1)73@) J o
h o o
Nella secondalinea abbiamointrodotto la corvenzionel = (xq;t;; 1) di cui
faremousoavolte all'interno di questatesi. Questagrandezzaein particolare
la funzionedi GreenT -ordinata a particella singola. E dunquede nita come
il valor medio, rispetto allo stato fondamernale j (i di un sistemadescritto
da un'Hamiltoniana indipenderie dal tempo. Possiamoimmaginare sia la
stessaHamiltoniana che abbiamo utilizzato nel preserare la DFT e dunque
I'Hamiltoniana del nostro problemamany-body introdotto nel primo capitolo
di questatesi

iG(1;2) =

B="T+w+0e | (3.2)
dove ancoraT rappresena I'operatore energiacinetica, W l'interazionee ¥
il potenziale esternodel sistema, nel nostro casoquello degli ioni. 1l valor

medio e fatto sugli operatori di campo in descrizionedi Heiseterg (vedi pa-
ragrafo successiv). | due operatori sonosotto l'operatoredi T-ordinamerto,

o ordinamerto temporale, che e de nito nel seguete modo!
h :

|
T MOY%Q = 1 )%MO%@ (b )@ %0 . (33

In altre parole i due operatori vengonoT-ordinati facendoagire prima
guelloil cui argomerno temporalee precedete. Il segnomenotra i 2 operatori

IPiu in generale il T-ordinamento di N operatori di campo e denito come
T (t3) “(t1) "(t2)] = ( 1)P “(t1) "(t2) “(ts) con P uguale al numero di permutazioni
eseguitee conty > ty > t3
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e dovuto al fatto che stiamo studiando un sistemadi fermioni e che quindi gli
operatori di campo sonode niti secondoregoledi anti-commutazioné?.

3.2.2 Rappresentazione di Schroedinger, Heisenberg e
interazione

Nella formulazione piu semplicedella meccanicaquartistica, che chiamiamo
rappresemazione di Sdroedinger, I'evoluzione temporale del sistemae de-
scritta dall'evoluzione delle funzioni d'onda o stati del sistema. Come noto
infatti sono le funzioni d'onda a descriwere tutte le proprieta del sistema.
Quandoci si trova pero a dover studiare sistemicon un numeromolto elewato
di particelle, come abbiamo gia detto, le funzioni d'onda divertano oggetti
dicili da cortrollare e si dewe dunquericorrere ad altro. 1l formalismo ma-
tematico che vieneutilizzato per questoscop e appurno quello della seconda
guartizzazione. In essoparte certrale viene swlta dagli operatori e in par-
ticolare dagli operatori di campo, l'idea e dunque quella di spostare anche
I'evoluzionetemporale del sistemasu questi oggetti. Vediamocome.

Nella formulazionedi Sdroedingerle funzioni d'onda sonorappresemate
dalle soluzionidell'equazione

ihgj s(i = Aj s@)i (3.4)

doveil pediceS indica che ela rappresemazionedi Sdroedinger. L'operatore
ewluzionetemporale in questadescrizionerisulta:

o

t

e , (3.5)

7l

Se ora vogliamo una rappresemazione in cui I'evoluzione temporale venga
tolta dagli stati (che chiamiamo rappresemazione di Heiserberg) possiamo
de nire

. A .
jori=enj i, (3.6)

da cui si vedefacilmerte chej 4i eindipendene dal tempo:
ih% ni=0 . (3.7)

Seora vogliamo imporre che le due formulazioni siano equivalerti dobbiamo
richiedereche i valori medi degli operatori di Heisefberg rispetto a tali stati

2La teoria della funzione di Green e in realta piu generalee puo essereutilizzata anche
per lo studio di bosoni. All'in terno di questatesi ci limiteremo pero a studiare la funzione
di Green fermionica
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sianouguali ai valori medi degli operatori di Sdroedingerrispetto agli stati
di Saroedinger.
h 4iOuj wi=h §i0j si (3.8)

da cui utilizzando l'inversadella formula (3.6) si vedefacilmerte che
Oy = e it (3.9)

dove gli operatori senzapedicesonoquelli in descrizionedi Scroedinger.

La maggior di colt a del problema many-body e costituita dal fatto che
le particelle siano tra loro interagerti. Un punto di partenza migliore per
superaretale di colt a sarebbe quindi costituito da una descrizioneche sepa-
ra I'evoluzione temporale dovuta all'interazione da quella dovuta alla parte
restarte dell'Hamiltoniana. Vediamocome.

Immaginiamo la nostra Hamiltoniana suddivisa in due parti, ertrambe
indipenderti dal tempo,

H=Ho+ A | (3.10)
e de niamo lo stato come
. . (Mot .
ja@i=€enj si (3.11)

il pedicel staper\interazione". Vediamoora qual'e la dipendenzadal tempo
egli stati cos costruiti
gl (0= o™ sUi+ & o+ Al s(0)

. (3.12)

= e T s

dove abbiamo usato l'inversadella (3.11) e il fatto che e‘% commuta con
Ho. Lo stato e dunque ancoradipenderte dal tempo ma si vede che la sua
dipendenzasara dovuta alla secondaparte dell’Hamiltoniana, moltiplicata
peri due espnenziali. Richiedendocomein precedenzache anche per questa
formulazionerisulti

h1iGj 1i=h 6 si (3.13)

otteniamo . .
O =dnde'n . (3.14)

Dunque l'evoluzione dello stato e dovuta semplicemete all'operatore K. in
descrizionedi interazionemertre 'operatore ewlve secondal solooperatore
Ho. Seora scegliamoH, = T + Vet e B, = W abbiamo ottenuto il nostro
scop: I'evoluzionelib era e stata spostata sugli operatori merire |'evoluzione
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dovuta all'interazione resta sugli stati e in particolare puo essereracciusa
nell'operatore O(t; to) che diverta il termine rilevante della teoria.
Vediamo dunque come esprimereproprio tale operatore studiando I'evo-
luzione di uno stato
¢ (i = &' d ™
Hot H(t tg) . Hotg,

dndm e (to)i

joa(t)i J s(to)i

(3.15)

E possibilein ne mostrare come[1] l'operatore di ewluzionetemporale cos
scritto puo essereicondotto ad un'espressionalel tutto simile a quella del-
'operatore che descriwe I'evoluzione degli stati di Sdroedinger, con la sola
di erenza chein questocasol'Hamiltoniana che descriwe I'evoluzionee dipen-
derte dal tempo, poiche l'operatore K. ein descrizionedi interazione e che
quindi \tutto e piu complicato”. Il risultato che vienedimostrato in Ref.[1]e
il seguete:

X1 ono. Ly Z

'ﬁ % duiic FIAL(t)] R (tn)]

n= to . t

- "R I
= f e 0 tt0 A (t)at®

O(t; to) =
(3.16)

L'ultima riga eun'espressionéormale. In particolare tale espressionéescrive
I'evoluzionedi un qualsiasistato in presenzadi un'Hamiltoniana dipenderie
dal tempo, comein eetti e lo stato in descrizionedi interazione essendo
soluzionedella (3.12).

3.2.3 Perche la funzione di Green

La sceltadi utilizzare la funzione di Green comegrandezzaintegrata da cui
partire a studiareil nostro sistemapuo esseranotivata da diverseragioni; uno
deimotivi principali restaperoil fatto chea partire da essae possibilericavare
il valore di aspettazione rispetto al ground state di un qualsiasioperatore a
particella singolae che einoltre possibilecalcolarel'energiatotale del sistema.

La prima delle due a ermazioni e facilmerte veri cabile. Consideriamo
un genericooperatore A a particella singola(per comadita di notazionesce-
gliamo un operatore indipenderte dal tempo, per operatori dipenderti dal
tempo la dimostrazionesareble iderntica) e scriviamonela suarappresema-
zionein spazio(x; ) prima in rappresemazione di Scroedinger, quindi in
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rappresemazione di Heiserberg:
x Z
A= B2 A, (X1 x2) VY, (x1) ", (X2)
X Z (3.17)
An(t) = Prad®o A ;L (Xx2) T (Xait) g, L (a3 )

1, 2

Seora facciamoil valor mediorispetto allo stato fondamertale in descrizione
di Heiserberg della secondariga e inseriamouna variabile t, ! t* otteniamo
(e sceglienda; = t)

X Z

h ojAuj ol = i d?’dee’thZ'ErT+ A 1 ,(X1:x2)G (Xt Xaot2)
1; 2
(3.18)

Il simbolo t* indica un tempo che e un in nitesimo successiv all'istante t
ed e stato utilizzato per garartire che la funzionedi Greensia ben de nita.
Sein ne vogliamo studiare un operatore diagonalein spaziox dovremo ba-
nalmerte inserireun limite x, ! x in modo analogoa quarto abbiamo fatto
per listante T. Il computo dell'energiatotale del sistemarisulta invecepiu
complicata poiche per ottenere tale grandezzadobbiamo calcolare ande il
valor mediodi un operatore a due particelle quale e l'interazioneche, in linea
di principio, richiedereble 'utilizzo di unafunzionedi Greena due particelle.
L'ostacolo puo esserepero aggirato utilizzando I'equazionedi Sdroedinger;
riportiamo il risultato che e possibiletrovare sulla referenza[1]:

V4
i X . . L@

- dx lim lim ih= fo(x) G. (xt;xstz) , (3.19)
2 to! t+ x2! X @ ’

hAi =
dove fip = T + ¥, Da questal'energia totale del sistemanel suo stato
fondamernale puo esserdacilmerte ottenuta comela sommadei valori medi
degli operatori che compongonola nostra Hamiltoniana.

3.3 |l teorema di Gell-Mann e Low

3.3.1 Intro duzione: l'accensione adiabatica

Abbiamo gia anticipato che delle tre rappresemazioni di cui abbiamo parlato
in precedenzaguella che utilizzeremo sara la rappresemazione d'interazione.
L'idea e quella di utilizzare infatti tale rappresemazione per legarein qual-
che modo la funzione d'onda soluzionedell'Hamiltoniana completa a quella
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soluzionedell'Hamiltoniana non interagerte facendoewlvere quest'ultima in
descrizionedi interazione.
Partiamo dalla seguete Hamiltoniana:

Rt) = B+ e 1A, (3.20)

dove nel nostro casoH; e l'interazionee By = T + Y&t e 'Hamiltoniana del
sistemanon interagerte, " e una costarte positiva arbitraria. Notiamo che
pert " lrisulta H(t) ' Ho echepert = 0invecel(0) = Ko+ Hi.
Utilizziamo ora la descrizionedi interazione e scriviamo l'evoluzionedi uno
stato dal tempo tq al tempo t:

i i = 0(tt)j 1 (to)i (3.21)

dove peroralo stato] | (tg)i nonespecicato. Utilizziamo quindi huovamen-
te la de nizione (3.11) e scegliamocomestato di partenzaper la descrizione
di Sdroedinger lo stato fondamernale del sistemanon interagerte. Inne
scegliamocomeistante iniziale un tempo tg 1in modo che a tale istante
I'evoluzionetemporale dello stato fondameriale del sistemasia (quasi) quella
libera e otteniamo

. . Mo, . .
j ()i =emn ) g(to)i' j oi (3.22)

cioe l'autostato a energiaminima del sistemanon interagene (potremmo
partire da un autostato qualsiasi, 0 andhe da una qualsiasi combinazione
lineare di tali autostati, ma poiche siamo interessati ala ricerca dello stato

fondameriale del sistema...). Se ora facciamoil limite perto ! 1 le
relazioni scritte divertano esatte ed otteniamo:
ji=0@®1 )d (3.23)

siamo cioe in grado di scrivere uno stato in descrizionedi interazionein un
istante t arbitrario. Cio che ci chiediamo ora e cosaaccadese facciamoll
limite per" ! 0, poiche siamo interessatia far sparire la dipendenzada "
(non ha sensoche i nostri risultati dipendanoda una costarte arbitraria) e
poiche in questocasol'Hamiltoniana si riduce appunto a quella che vogliamo
studiare®.

La rispostaa tale domandaetutt'altro che banalee costituisceil risultato
del teoremadi Gell-Mann e Low.

3E possibile dimostrare che la (3.16) e valida anche nel casoin cui I'Hamiltoniana
dipendadal tempo

“Parte essenzialedella teoria e che i due processidi limite venganoeseguiti nell'ordine
che abbiamo indicato, e cioe prima to ! +1 epoi " ! 0. L'inversionedei due limiti
porterebbe ad una formulazione del tutto inutile.
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3.3.2 Enunciato

L'enunciato del teoremadi Gell-Mann e Low e dunque:
Sela seguete quartit a esistea tutti gli ordini in teoria perturbativa

im 0.(0; 1 )j o
"oh 4j0-(0; 1 )j o

(3.24)

e un autostato dell'Hamiltoniana B = B, + B,

Per la dimostrazionedi tale teoremarimandiamo alla bibliogra a [1]. Se-
gnaliamo pero comein e etti il teoremanon parla di stato fondamenale
delllHamiltoniana ma di sempliceautostato. Gia nel paragrafo precedete
abbiamoaccennatoal fatto chein e etti tutto cio che e stato fatto nora vale
per un qualsiasiautostato del sistema. Il problemadiventa dunquecomeindi-
viduare lo stato fondamertale. In precedenzaabbiamo suggeritodi scegliere
comestato di partenzalo stato fondamenale del sistemanon interagerte ( o
appunto). Il fatto che lo stato fondamertale non interagerte porti allo stato
fondamernale interagerte non e in realta garartito in alcun modo dal teore-
ma; questopunto rappresema anzi una delle maggioridi colt a della MBPT
ed e dovuta alla sceltadi considerarel'interazione come una perturbazione
del sistema.

3.4 Interpretazione sica della funzione di Green

3.4.1 Analizziamo [I'espressione

Cerchiamo ora di dare un'interpretazione sica alla funzione di Green ana-
lizzandonel'espressionen descrizionedi interazione. Partiamo dunque dal
considerareuno stato j | (t9i a cui aggiungiamouna particella nel punto
(x%9 in modo da ottenere lo stato  Y(x%9j | (t9i. Facciamoquindi ewol-
vere lo stato dal tempo t° al tempo t utilizzando l'operatore di ewluzione
temporale in questadescrizione(3.16) O(t; t9 Y(x%9j | (t9i.

Ora per un istante qualsiasit > t° consideriamoqual'e la sovrapposizione
dello stato cos ottenuto rispetto allo stato che si ottiene creandouna parti-
cellanel punto (xt), {(xt)j (t)i. Il risultato sara appurto la funzione di
Greenpert > t°% Pert < t°e possibilefare un ragionamerio analogoa quello
sin qui swlto, considerandola creazionedi una buca all'istante t fatta poi
ewlvere no allistante t°°

SQuesta situazione puo anche essereinterpretata come una particella creata al tempo
t® che ewlve indietro nel tempo. L'interpretazione e dovuta a Feynman in un suo famoso
articolo
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La funzionedi Greendescrive quindi il propagarsidi una particella (o di
una buca) creata all'interno del gaselettronico e che quindi interagiscecon
esso.Piu in particolare essaci da la probabilita di trovare una particella (o
una buca), creata nel punto (x%9, nel punto (xt).

3.4.2 L'equazione del moto e confronto con la de ni-
zione classica di funzione di Green

Per scrivere I'equazionedel moto della funzione di Green non dobbiamo far
altro che applicarel'operatoredi derivazionerispetto al tempo alla de nizione
(3.1), swlgere quindi in modo esplicito la derivazione dei vari termini (la
funzione (t) e l'operatoredi campo), utilizzare I'equazionedel moto per gli
operatori in descrizionedi Heisererg

@Ag“) = nA: Y (0] (3.25)

ein ne calcolareil commnutatore dell'Hamiltoniana conl'operatoredi campo.
Non riportiamo qui la dimostrazione che, come sempre,puo esseretrovata
nella Ref.[1] e scriviamo direttamente il risultato:

ih%@ ﬁo(xl) G(1;2)=h (1;2) ihw(1;3)G(1;3;2,3") . (3.26)

La notazionequi introdotta e I'estensionedi quella gia utilizzata in preceden-
za: 3" = (x3; 3;t3). Seeliminiamol'ultimo termine di sinistra dell'equazione
ritro viamo quella che e la de nizione di funzione di Green utilizzata nell'e-
lettromagnetismo classicoper la soluzionedelle equazionidelle onde e che
puo esserefacilmerte interpretata comeil campo generatoda una sorgen-
te di tip o deltiforme (nello spazioe nel tempo). Il termine che comparein
piu non rappresema niert'altro che una \correzione" a tale de nizione. Tale
correzionee dovuta al fatto che il campo fermionico (a di erenza di quel-
lo elettromagneticoclassico)\in teragiscecon se stesso”. Alla luce di questa
analogia possiamocapire l'interpretazione che in precedenzaabbiamo fatto
della funzionedi Green. Il creareuna particella nel punto (x&9 corrisponde
al porre una sorgerte puntiforme nello spazioe nel tempo che poi si propaga
all'interno del gaselettronico.

Ora l'analogia si arresta qui poiche nei due casi le funzioni di Green
vengonoutilizzate in modo di erente.

Per quarto riguarda I'elettromagnetismoclassicoviene utilizzato il princi-
pio di sosrapposizioneper ottenereil campo in presenzadi una certa densita
di carica attraverso l'integrale di corvoluzione della funzione di Green con
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tale densita; oltre che alla densita sorgene la soluzionedell'equazioneviene
poi de nita imponendole condizioni al cortorno nello spazioe nel tempo.

Nel casofermioniconon ha piu sensgparlare di sorgene del campo (o per-
lomenonon e in questomodo che si procede). Cio a cui siamointeressatie la
funzionedi Greenstessache descrive il modo in cui il campo si propagamen-
tre interagiscecon se stesso. Ancora una volta la di colt a principale nasce
dalla presenzadell'interazione e quindi del termine in piu che in precedenza
non compariva. Vediamoinfatti comela funzionedi Greena una particella, a
causadella presenzadell'interazione sia legata a quella a due particelle; allo
stesomodo per unafunzionedi Greena n particelle siricava un'equazionedel
moto che corterra una funzionedi Greena n + 1 particelle. Per superareil
problemadovremo dunquecercaredi esprimerein modo diversol'interazione
che comesempree la causadi tutte le nostredi colt a. Vedremonei paragra
successivcomecio sara fatto.

3.5 La rappresen tazione di Lehmann

Prima di procederecon la presenazione della teoria many-body ci voglia-
mo so ermare sull'esporre quella che e la rappresemazione di Lehmanndella
funzionedi Green. In questasezionele funzioni d'onda vanno intesein rap-
presemtazione di Heiserberg. L'idea e semplicemete quella di partire dalla
funzionedi Greene di inseriretra la coppiadi operatori di campo l'operatore
idertit a scritto come: X
= j 5ih 5j , (3.27)
J

dovej ;i sonogli autostati dell’'Hamiltoniana completéf.

X
iG(1;2)=  h oY@ sih 5@ o (1 t)
J60

h oi W@J sih )@ o (t2 t) . (3.28)

Notiamo che nella sommatoria non compareil termine per J = 0 poiche il
valor medio sullo stato fondamertale di un operatore di campo e nullo dato
che I'Hamiltoniana sceltacomnuta conl'operatorenumerodi particelle. Ora,
sfruttiamo il fatto che le funzioni d'onda sono autostati dell'Hamiltoniana

8 Abbiamo presola funzione d'onda dello stato fondamertale normalizzata
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completa otteniamo:

X H 1
iG(L;2)=  h o™, (x0)j sih 3j" ,(Xx2)i of (t1 tp)e M Es ot t2)

J
h OjA ,(X2)] 4ih JjAyl(Xl)j o ((t2 ty)e ih }(E; Eo)tz t1)

Scrivendoin ne la funzione come

Z+l e il (t t%

1
(t tO)—ﬂll!mo '

T d! (3.29)

e applicandola trasformata di Fourier otteniamo:

X h o ™(x1)j sih 5j (x2)] oi+
| g+

h o] A(Xz)j sih JjAy(Xl)j ol
P+

G, (XX !) =
J

, (3.30)

dove abbiamode nito h! ; = (E; Egp). Questomodo di scriverela funzione
di Greennello spaziodelle frequenzeci permette di individuarne i poli come
la di erenza tra l'energia dello stato fondamenale e quella di un qualsiasi
stato che preserti una particella in piu o in meno di tale stato. |l fatto
che consideriamosolo gli stati che abbiano una particella in piu o in meno
dello stato eccitato dipendedal fatto che stiamo considerandogli elemeri di
matrice degli operatori di campo che creanoo distruggonouna particella.

La funzionedi Green potrebbe costituire quindi, in principio, un metodo
per ottenerele eccitazionidel sistema,per stati conN 1 particelle, a partire
dalla DFT ein particolare dal teoremadi Hoherberg-Kohn, dato che la fun-
zionedi Greene calcolatacomevalor mediorispetto allo stato fondamertale
del sistema. D'altra parte, ancorauna volta, il teoremadi Hoherberg-Kohn
non fornisce un metodo pratico per la costruzionedella funzione d'onda e
dunque per il calcolodello spettro di eccitazionedel sistema. Lo sthemadi
Kohn e Shamnon einfatti qui applicabiledato che I'espressionenecessitadel-
la funzioned'onda molti corpi del sistema.In e etti non e a tutt'oggi ancora
stato sviluppato un metodo pratico, perla DFT, che permetta di accederalle
energiedi eccitazionecheconN 1 particelle. Per ulteriori approfondimerti
sull'argomerto si vedala referenza[2].
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3.6 Il teorema di Wic k

3.6.1 Intro duzione al teorema

Ora che abbiamo trovato un modo di esprimerelo stato fondamenale del
sistemainteragene a partire dallo stato fondamernale del sistemain cuiw = 0
vogliamo utilizzare questorisultato per calcolarela funzionedi Green. Dalla
de nizione di funzionedi Greenotteniamo:

h i
h o7 W@ J o
h o o - h i
”mghaﬁﬁlmw WM 001 ) o 1)
oD h o0 (+1;0)0:(0; 1 )j i '

De niamo quindi l'operatore 8- = O.(+1 ; 1 ) e riscriviamo gli operatori
di campo in rappresemazione di interazionee otteniamo:

h |
h o T O(+1:0)7@W0(t;t) N (20(t2; 1 ) j o
h oS o

Iim . (3.32)

dove gli operatori unitari U.(+ 1 ;0) e 0.(0; 1 ) sonopassatiall'interno del
T-ordinamernto poicheindipenderi dal tempo. Scrivendoin ne esplicitamen-
te tutti gli operatori di ewluzionetemporale e facendoalcuni \gio chetti con
gli indici" otteniamo quello che puo esserale nito \The most usefulresult of
quartum eld theory" [1]:

Xt ngfa
iIG  (xty;yty) = oo dt; :::dt,

n=0 ) 1h i
h ot Au(ty) o At) Y 1) N (vity) J ol

) i h oiSj ol
hof ST @) j o

GiL2)= h o8 o

(3.33)

dove nella prima riga, avendo scritto in modo esplicito 'operatore di scatte-
ring S abbiamousato una notazionedi erente peri due estreminon integrati
della funzione di Green (x; ;ty) e (y; ;ty) per evidenziarli. Notiamo in
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particolare che nell'ultima espressione stato swlto il limite per™ ! 0, la
cui corvergenzae garartita dal fatto che gli operatori di ewluzione tempo-
rale compaionosia al numeratore che al numeratore, in analogiaa quarto
accadenella dimostrazionedel teoremadi Gell-Mann e Low, cancellandola
divergenzadella fasenell'espressioneRisulta quindi 8 = lim-, ¢S..
Scopo delteoremadi Wick e esattamerte quellodi valutareil T-ordinamerto

di un numero arbitrario di operatori di campo e dunquedi valutare in modo
esplicito I'ultima formula scritta.

3.6.2 Enunciato

Prima di scrivere I'enunciato del teorema dobbiamo introdurre due nuovi
operatori, il primo e I'N-ordinamerti (o ordinamerto normale) di operatori
di campo, mertre il secondce la cortrazione di coppiedi operatori di campo.

L'ordinamento normale del prodotto di un numero arbitrario di operato-
ri di campo non e altro che un riordinamento di tali operatori in cui tutti
gli operatori di distruzione, ovvero quegli operatori che applicati allo stato
fondamenale di un sistemadanno comerisultato zero, vengonospostati a
destra. In altre parole

h [

N /\y/\ /\y /\y/\ N

N N5 =Py (3.34)

dove con e Y abbiamoindicato appunto seun operatore e di distruzione
o di creazione. P indica il numero di permutazioni eseguiteper ottenere la
formula nale in questoesempio.

La cortrazione di una coppiadi operatori di campo e invecede nita come
la di erenza tra il T-ordinamerto e 'ordinamento normale di tale coppiadi
operatori:

[

"M=T" N[ (3.35)

Poniamol'accerto sul fatto che siail T-ordinamerto che I'N-ordinamento
sonode niti a partire dagli operatori di campo e che possonocesserdacilmen-
te estesia qualsiasioperatore poiche un qualsiasioperatore puo esserescritto
utilizzando gli operatori di campo (anche senel casodel T-ordinameno si in-
cortrano dei problemidovuti al fatto che essanon ebende nito per operatori
a tempi uguali). L'operatoredi cortrazione e invecede nito solo per coppie
di operatori di campo, la de nizione non e valida per una coppia qualsiasidi
operatori.

De niti questi operatori il teoremadi Wick puo esseresrunciato nella se-
guerte maniera:
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\Il T-ordinamerto di un numero qualsiasidi operatori di campo e uguale
alla sommadell'ordinamerto normaledi tali operatori, piu la sommasu tutte
le possibili coppiedell’ordinamerto normaledi tali operatori in cui una coppia
e pero \contratta", piu la sommasu tutte le possibili doppie coppiedi ope-
ratori dell'ordinamerto normaledi tali operatori in cui due coppiesonopero
\contratte", piu..." cortinuandocos no al termine in cui tutti gli operatori,
tranne al piu uno, sonocortratti.

Tale teoremaa erma in altre parole che

1 X i1

NNNN /\/\/\/\::]+X N[/\/\/\ /\]+ N[/\/\ NN

T[ 2] = NI ]+ L (3.36)

L'idea del teoremae quelladi spostarevia via versodestratutti gli ope-
ratori di annichilazione che poi, applicati allo stato fondamenale del sistema
non interagerte danno appuno risultato nullo. In questomodo restanodei
termini dovuti al fatto che la comnutazione di due operatori e in generale
di erente da zero. Poiche andhe i termini in cui compaionole sommesulle
cortrazioni sonoN -ordinati gli unici termini non nulli, una volta applicato il
valor medio sullo stato fondamertale, sarannoquelli in cui tutti gli operatori
sonocortratti a coppie. E dunqueeviderte che un espressionén cui compare
un numero dispari di operatori di campo sara identicamerte nulla.

In de nitiv a cio che restada calcolaree il prodotto di coppiedi operatori
di campo \contratte”. Per calcolareil valore di una cortrazione partiamo
dalla considerazioneche la cortrazione di una coppiaqualsiasidi operatori e
un numero e non un operatore. Questaa ermazione puo esseredimostrata
osserando che la di erenza tra il T-ordinamerto e l'ordinamento normaledi
una coppia di operatori di campo o e nulla o e pari al commnutatore di tali
operatori che sonoertrambi numeri [1]. Se ora applichiamo I'operazionedi
valor medio sullo stato fondamernale a ertrambi i termini della de nizione di
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operatore di cortrazione otteniamo facilmerte che:
WA(Z) = ig(L;2)
WV(Z) = i9(1;2)
g“@) =0

Y™ME)=0

(3.37)

dove g(1; 2) la funzionedi Greendel sistemanon interagerte, ovvero l'ordine
zerodell'espressioneicavata nella sezioneprecedete. Essae infatti il valor
medio rispetto allo stato fondamernale del sistemanon interagerte di una
coppia di operatori di campo. E implicito che tutto il formalismo e stato
sviluppato per operatori in descrizionedi interazione, poiche il nostro scom
era quello di calcolareil valor medio di una seriedi operatori in descrizione
di interazione.

3.7 Analizziamo Ila funzione di Green con il
teorema di Wic k

3.7.1 La prima equazione di Hedin

Abbiamo nalmente a disposizionetutti gli strumerti matematici necessari
per studiare la funzione di Green. Partiamo innanzi tutto dall'espressione
(3.33) scrivendoin modo esplicito il termine:

X
Hi(ty) = P22, W(z1;22) (ti t2) V(zat) V(zats ) "(2at2) “(2atn)

1, 2

(3.38)

A questopunto le cosedivertano \abbastanzasemplici" poiche non dobbiamo
far altro che cortrarre in tutti i modi possibiligli operatori di campo che com-
paionoad ogniordine di tale espressionesicordando che la cortrazione di una
coppiada comerisultato la funzionedi Greenlibera. Nell'eseguirele corira-
zioni partiamo sempredall'operatore di campo ™Y (xt,) e terminiamo sempre
conil termine ’\y(yty) poiche sonoevidertemerte gli estremidellafunzionedi
Greencompletae sonole uniche due grandezzenon integrate nell'espressione.
Il risultato sara il prodotto di convoluzionedi una seriedi funzioni di G(1; 2)
e di w(1; 2) che possonoessergappresemati coni diagrammi di Feynman.
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Tralasciamoi dettagli di questoprocedimeno e ci limitiamo a segnalare
che swlgendolo sviluppo sia per il numeratore che per il denominatoree pos-
sibile dimostrare chetutti i termini che compaionoal denominatorecancellano
in modo esatto alcuni termini che compaionoal numeratore ed in particola-
re vengonocancellati tutti quei termini che cortengonodiagrammi di vuoto,
dove i diagrammi di vuoto sonode niti da una seriedi cortrazioni che parte
e termina su due punti dello spazioN = (zy; w~;tn) €NO= (zZyo; nojtyo)
ertrambi integrati.

Resta dunque intuitiv o che a tutti gli ordini in teoria perturbativa po-
tremo scrivere il risultato come una prima funzione di Green che parte dal
punto (Xx; ;tx) edarriva nel punto 1 = (z;; 1;t1), piu una seriedi termini
piu un‘ultima funzione di Green che parte da un punto N = (zy; n;tn) €
che termina nel punto (y; ;ty). Raccogliendosu tutti gli ordini questedue
funzioni di Greenede nendo \ci o cherimane" comela selfenergiadel sistema
otteniamo la seguete equazione

G(1;2)=g(1;2)+ 9(1;3) 1 (34)9(4:2) (3.39)

dove stiamo integrando sulle variabili ripetute, il pedicealla self energiaci
ricorda che il potenziale di Hartree e in essaincluso. L'ultimo passoche
ci manca per scrivere lI'equazionedi Dyson e per la funzione di Green, che
costituiscela prima equazionedi Hedin, e quellodi studiareil termine appena
de nito.

Studiandoi diagrammidi Feynmane possibilemostrare che la Self-energia
cos de nita puo esserescritta comeuna seriedi in niti  termini idertici che
si ripetono e quindi

H(1;2)

AL2)+ [(1:3)0(3:4) [(42)+
7 (1,3)9(3:4) [i(4:5)9(5:6) ;(6:2)::  (3.40)
22+ H(13)9(3;4) H(4:2)

Per la de nizione di } (1;2) rimandiamo alla referenza[l]. Inserendol'e-
guazioneappena scritta all'interno della (3.39) e usandol'equazionestessa
otteniamo nalmente:

G(1;2) = g(1;2)+ 9(1;3) ;(3;4)G(4;2) . (3.41)

3.8 Equazione del moto con la self-energia

Ora che abbiamo costruito I'equazionedi Dyson per la funzione di Green
possiamacercaredi guardareda un nuovo punto di vista qualesiail signi cato



3.8 Equazione del moto con la self-energia 34

sico delle grandezzesin qui de nite. A questosco ci serviremo,oltre che
di tale equazionegdellarappresemazionedi Lehmanndellafunzionedi Green,
per confrortare la funzionedi Greenlibera e quellainteragerte.

Iniziamo con l'ossenare che la funzione di Greenlibera, cioe soluzione
dell’equazione

n? fux) aw2=h @2 (3.42)
puo esserdacilmerte scritta in rappresemazione di Lehmanncome

X . _ _ .
g, z(Xl;XZ;! ) — i |1(Xl|)_ ;zi(x2) i |2(_:_(2|) il-li(xl) , (343)
I H L H L

doveh! ;= ; e ; songli autovalori di singolaparticella dell'Hamiltoniana
fio. Partendo dall'espressiond3.30) abbiamo utilizzato comebasele funzioni
d'onda dell'Hamiltoniana non interagerte e abbiamo quindi sfruttato il fatto
che essesonoil prodotto di funzioni d'onda a particella singola. Vediamo
quindi che la funzionedi Greennon interagene e facilmerte calcolabile(poi-
che e possibilecalcolarele funzioni d'onda di particelle non interagerti) ede
piu immediata la sua interpretazione sica: i suoi poli sonole auto-energie
di singola particella del sistemae a numeratore troviamo il prodotto delle
funzioni d'onda e quindi la matrice densita del sistema.

Cio che vogliamo fare ora e cercaredi ottenere una formulazione simile
per la funzionedi Greencompleta. A questosco applichiamo l'operatore

ihi? fio(x1) all'equazionedi Dyson della funzionedi Greencompleta(3.41)
ottenendo:

ih—(? fo(x1) G(L2)= h (L2)+h 2(L3)GE2) |, (3.44)
dunque
ihD foxad) m3) h A3 6EA= h@m2) ,  (345)

dove abbiamo utilizzato I'equazione(3.42).

E possibile dimostrare [7, 8] che se inseriamo I'espressionedi Lehmann
(3.30) nella (3.45) e riscriviamo il numeratore de nendo le ampiezzedi Leh-
mann come: ( R

hEoj = (X)jEsi if 1y

f; (X)=
1 0)= it B iy <

(3.46)
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otteniamo un'equazionedel tutto simile a quella per il casonon interagerie,

h i
(h'5 fo(xs)) (L;3) h A(L3i1,) fy,(xs)=0 (3.47)

conla di erenza che oraanzidhe il prodotto dellefunzioni d'ondadi particella
singolaabbiamoil prodotto delle funzionif; (x) e che questavolta compare
la selfenergiadel sistema.h! ; = (E; Ejy) risulta esserd'autostato di queste
funzioni rispetto all'equazionedi Scroedingerappenascritta e coincide con
i poli della funzione di Green. Nelle ultime due equazionie stata inoltre
introdotta la notazionel = (x1; 1) In cui, rispetto alla notazione abituale,
non e piu inclusala variabile temporale.

3.9 Le equazioni di Hedin

Lo studio della funzione di Green tramite lo sviluppo della self-energiaa
ordini successivisin qui presemato porta alla formulazionedi equazioniche
non possonoessergisolte senon nel casodel gasuniforme di elettroni poiche
si ottengonodelle espressionmolto complessalal punto di vista matematico.
Anche in questo casopero la soluzionepuo esseretrovata solo per i primi
ordini perturbativi edi nuovo etutt'altro chebanale. Un ulteriore problemae
costituito dal fatto che abbiamosceltodi scriverecomecorrezioniperturbative
dellequartit a che non siamosicuri sianotrascurabili o piccolerispetto ad altri.
Cio sitraducein quellache puo essereonsideratauna dellemaggioridi colt a
di tutte le teorie di campo, qualeela MBPT, e che e costituita dalla presenza
di termini di ordine elewato che, anzidhe che esseretrascurabili, risultano
esserdalivergerti. Un'esempioe costituito dal secondoordine dell'energiadel
gasuniforme appurto e piu in particolare dal termine che viene solitamerte
indicato [1] comeE;"™.

Un approccio alternativo a quello sin qui introdotto, semprebasatosulle
grandezzedella funzione di Green e della self-energiae quello delle cinque
equazionidi Hedin. L'idea e quella di trovare delle quartit a che insieme
alla funzione di Greene alla self-energiaformino un set di equazionichiuso.
Tale set di equazioniancora una volta risulta esseretroppo complessoper
essererisolto in modo esatto ma ci sonotentativi di risoluzione, attraverso
l'uso dei calcolatori, in modo iterativo. L'idea per superareil problemadei
termini divergeni che compaiononella MBPT e quelladi non sceglierecome
\grandezze fondamerali" quelle libere, g(1;2) e w(1;2), ma le grandezze
\riv estite" G(1;2) e W(1; 2).

Prima di procedereconla formulazionedel setdi equazionidi Hedin segna-
liamo cheil punto di partenzasara l'espressionajia scritta per la funzionedi
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Greengrazieall'ausilio del teoremadi Gell-Mann e Low. In questocasopero
noteremocome,a di erenza si quarto sin qui fatto, l'operatoreS(+1 ; 1 )
sia costruito a partire da un potenziale esterno anziche dall'interazione w.
Questopoiche utilizzeremoil teoremadi Gell-Mann e Low pensandd'Hamil-
toniana separatain due parti con H costituito dall’'Hamiltoniana completa
(interazioneinclusa) e K, = ", che rappresetta un potenzialeesternoappli-
cato al sistema. Ovviamerte la funzionedi Greencos de nita sara di erente
da quella sinora de nita, ritroveremola funzione di Green sin qui studiata
semplicemete ponendoil potenzialeesternopari a zero.

3.9.1 Intro duzione alle equazioni

Partiamo comeannunciato con lo scrivere la funzionedi G+reen secondola
formula (3.33)

hAAi
h of S™D)"2) j o

iG (1;2) = : 3.48

2 h oS o (549)
dove l'operatore 8 e de nito come

TIS]=T exp 'ﬁ Yan @y @) (3.49)

e lo stato rispetto a cui facciamo il valor medio e questa volta lo stato
fondamenale dell’'Hamiltoniana completa.

Eseguiamoora alcuni \gio chetti" che ci permettono di scrivere una rela-
zionetra la funzione di Green a particella singolae la funzione di Greena
due patrticelle; scriviamo innanzitutto la variazione della funzione di Green
cos de nita rispetto al potenzialeesterno”

h [
hoT S$™1)7@) 1 o

h oS ol

T[Sl o
h oSi o

i G (1;2) = G (1:2)" . (3.50)
dove abbiamo utilizzato

. h i
T[ §] = IHT s YO o, (3.51)

quindi utilizziamo la de nizione di funzionedi Greena due particelle ottenedo

G (1,2) _

@ - h G (1;3;2,3)+ h 'G (1,2)G (3;3") . (3.52)
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Possiamo nalmente valutare la nostra espression@el casoin cui il poten-
ziale esternosia ugualea zeroin modo da avere delle grandezzeconfrortabili
coni risultati sin qui ottenuti pervia perturbativa’. In particolare sostituendo
I'espressiongicavata per la funzionedi Greena due particelle nell'equazione
del moto per la funzionedi Green(3.26) otteniamo:

ih_t ﬁo(xl) G(1;2)+ i w(1;3)G(3;3")G(1;2)

ih w(l; S)M =h (1;2) . (3.53)
3)
Utilizziamo ora la seguete idertit a matematica per riscrivere I'equazione
ottenuta:
G(1,2) _ G (4,5)
" (3) " (3)

e confrortandoneil risultato conl'equazione(3.45) otteniamo

h 1 G(1;4) G(5;2) (3.54)

h 2(1;2)= i (1;2) w(1;3)G(3;3")+

G 1(4;2)
)

= (L2vu(1) + i w(1;3)G(1;4) (4 ;2;3)

i w(l;3)G(1;4) (3.55)

Il primo termine e evidertemerte il potenzialedi Hartree, mertre il secondo
termine costituisceun'espressionén formafunzionale(e non piu perturbativa
quindi) deitermini dellaself-energiaoltre il potenzialedi Hartree. Nell'ultima
linea abbiamo gia de nito la funzionedi vertice come

G (4,2
" (3)

Potremmao ora procederecon il costruire un‘equazionedi Dyson per la fun-
zione vertice e ottenere cos un setdi 3 equazionicontre funzioni incognite:
il propagatore,la self-energiee il vertice (I'in terazioneliberae nota). Cio che
invecesi preferiscefare e partire dall'interazionelriv estita" anzide da quella
libera e costruire il set di cinque equazioniche dimostreremonel prossimo
paragrafo poiche, come gia detto, I'utilizzo dell'interazione libera porta dei
problemi di divergenzanella teoria.

(4,2,3) = (3.56)

"D'ora in poi tutte le funzioni di Green saranno intese valutate a potenziale esterno
nullo e quando indicheremo una variazione rispetto al potenziale sottintenderemodi fare
la variazione e poi valutare I'espressionea campo nullo
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3.9.2 Dimostrazione delle equazioni

In questo paragrafo presemeremo la teoria cos come I'abbiamo trovata in

letteratura. Poiche d'altra parte crediamo che questo modo di procedere
(seblkeneelegarne dal punto di vista matematico) impediscain qualche mo-
do di vederela sica che dietro di essae nascosta,nel paragrafo successio
cerdheremodi swlgere quelle considerazionia nostro avviso necessarieper
capireil signi cato delle grandezzeche compaiono. Comealtrove nell'esposi-
zionedellaMBPT saremodunquecostretti a preserare la teoriain modo non

lineare, crediamod'altronde che sia questoil modo migliore di guardare ad

essae cheertrambi i livelli di analisi sianonecessarper poterla comprendere.

Iniziamo dunqueconil de nire un \p otenzialeesternoe cace" pari alla
sommadella perturbazioneintrodotta piu il potenzialedi Hartree

V)= @)+ (@) . (3.57)

De niamo quindi la funzione dielettrica come (vedremopiu avarti il perce
di questascelta)

V()

" (2) (3.58)
= L2+ w(L;3)(3;2) |,

Y1,2)=

dove per la seconddinea abbiamoutilizzato la de nizione classicadi funzione
di risposta, ricordando che la densita e pari alla parte diagonaledellafunzione
di Green

. G(1;1)
1;2)= i———= 3.59
(1:2) ) (3.59)
Otteniamo quindi l'interazionee cace come
W(1:2)=  Y1:3)w(3;2
(L2)= H(L3WE:2) (3.60)

= w(1;2)+ w(1;3) (3 ;4)w(4;2)

Utilizziamo ora le regoledi derivazionea catenanell'equazionescritta per la
funzionerisposta (3.59), o polarizzazionedel sistema,e scriviamo:

G(1;1*) V(3)
V@3) () (3.61)
= 7(1;2)+ 11 ;3)w(3:4) (4,:2)

(1:;2)=

dove abbiamode nito la polarizzazioneridotta comela derivata della densita
rispetto al potenzialee cace; in questomodo abbiamo\messoin evidenza"il
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ruolo del campo di Hartree. Inserendol'ultima equazionescritta nella (3.60)
otteniamo
W(1;2)=w(1;2)+ w(1;3) (3 ;4W(4;2) (3.62)

Utilizzando ora nuovamerte la relazione(3.54) insiemealle due de nizioni
di funzionerisposta e funzionerisposta ridotta otteniamo

h(l;2)= iG(1;3)G(4;1")(2; 3;4)

~ : . (3.63)
h=(1;2)= i G(1;3)G(4;17)12; 3;4)

Le due grandezzedi eriscono solo per il fatto che una e consideratarispetto
al potenzialelibero mertre l'altra rispetto al potenzialee cace. Allo stesso
modo di eriscono la funzione e la funzione ~ che abbiamo qui intro dotto.

Se ora riprendiamo l'equazione per la self-energiascritta nel paragrafo
precedere e utilizziamo la regoladi derivazionea catenaa la de nizione di
interazionee cace appenaintrodotta otteniamo®

V(5 G (1,4
"(3) V(©)
=i G(L;4)W(3;17) (4 ;2;3)

(1;2)=  iw(*;3)

G(4,2)

Siamo cos quasigiunti alla ne dei nostri sforzi. Ci mancaora solo di
ricavare I'equazioneper il vertice. Questapuo esserericavata partendo dal-
la de nizione di funzione di vertice, utilizzando l'inverso dell'equazionedel
propagatore

g (12)= G (L;2)+ (L2 +' @)+ "2 (3.64)

dove abbiamo esplicitato nuovamerte il potenzialeesternoper maggior chia-
rezza, nell'equazioneper il vertice si dewe poi immaginare, comesempre,di
mettere il potenziale pari a zero. Utilizziamo ora le regoledi derivazionea
catenainsiemecon la relazione(3.54). In questomodo si ottiene (scriviamo
qui il risultato per la funzione ridotta, ma si potrebbe fare lo stessocon la
funzione completa)

ey~ (1. . ?(2;3)
T1; 2,3)= (1;2) (1;3)+ v
= (1;2) (1;3)+ (3.65)
1. . . N )
o4 5)G(6,4)G(7,5)W

8Indichiamo qui con ? soloil secondotermine della self energia, ovvero la self-energia
meno il potenziale di Hartree 7, Vi, per questaragione non comparira piu, d'ora in
poi, il pediceH accarto all'op eratore della self-energia.
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Scriviamodunquele equazioniche abbiamosin qui ricavato, introducendo
per la scrittura nale la funzione di Greendi Hartree in modo da utilizzare
soloil secondatermine della comegia fatto in precedenza.

6.'(1;2)=g (1;2)+ u(L;2) . (3.66)
Le equazionidi Hedin risultano quindi cos scritte:

G(1;2)= g (1;2)+ g4 (L;3) *(3;4)G(4;2) (3.67)
W(1;2)= w(1;2)+ w(1;3)7(3;4)W(4;2) (3.68)
h1l ;2)= i7(1;3;4)G(2;3)G(4;2) (3.69)
h ?(1;2) =i (4; 1;,3)G(3;2)W(2;4) (3.70)

W 23)= (1;,2) (1;3)+

141. A . : ’(2;3)

h “11; 4;5)G(6;4)G(5; Y)W (3.71)

3.9.3 La sica dietro le equazioni di Hedin

Prima di procedereoltre con l'esposizionedella teoria sin qui espsta vorreli
so ermarmi ad osserare le grandezzeche abbiamode nito e cercaredi capire
qualesiail loro signi cato sico. A questoscop faremouso,in modo decisivo
delle regoledi cambio basein secondaguartizzazioneper un operatore e del
concetto stessodi operatore che abbiamo precisatoin appendice.

La prima domandache mi sono posto dopo aver studiato questateoria
e perdhe la polarizzazione(e di conseguenzda funzione dielettrica) e l'inte-
razione\riv estita" cos de nite dovrebbero coinciderecon la loro de nizione
nell'elettromagnetismoclassico.A questoscom osserviamopiu con calmale
grandezzeche compaiono. Innanzi tutto abbiamoun sistemadi particelle che
interagisconoe I'opzer?tore che rappresema l'interazionee il seguete

W = d*xdly Y(x) Vy)w(x;y) “(y) “(x) (3.72)

che e evidertemerte un operatore a due particelle, dove w(x;y) = 1 7l
campo medio e il potenzialedi Hartree ed e rappresemato dall'operatore ad

una particella
ZZ

(y) a
Oy = dBxdy Y(x)- "(x) . (3.73)
Xyl
Ipotizziamo in ne, cos come facciamo nella costruzionedelle equazionidi
Hedin, che sia preserte un pZotenziaIeesternoapplicato a tale sistema:

n= () V(X)) Nx) . (3.74)
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Immaginiamo ora che il sistemasi trovi nel suo stato fondamerale e di ap-
plicare una variazionedel campo esterno "*(x) il campo di cui risertir a una
particella qualsiasidel sistemasara dovuto alla sommadel campo applica-
to piu la variazione dell'interazione con tutte le altre particelle dovuta alla
variazionedella funzione d'onda delle stessea causadel campo applicato.

Veff = 7w+ W . (3.75)

Dovel'operatore W dewe rappresetmare in qualcdhe modo il campo dovuto alla
variazionedelle funzioni d'onda delle particelle®.

Cioe che nelle equazionidi Hedin e approssimaretale operatore con la
variazionedel campo di Hartree. Possiamoguardareall'approssimaziondatta
comead un modo di trascuraregli e etti quartistici di scanbio e correlazione
e teneresoloil campo medio. Seora scriviamo esplicitamerte la variazione
del potenzialedi Hartree

ZZ
Oy = dexdy “y(x)ﬂ“
Xyl
vediamo facilmerte come la funzione di risposta, che lega la variazione di
densita al potenziale esterno all'ordine lineare rispetto alla densita, possa
essereandhe utilizzata per de nire l'interazionerivestita e quindi la funzione
dielettrica. Scriviamoin modo esplicito quano a ermato:

x) (3.76)

0T e w(Li2) (23) 3 (3.77)

da cui si capiscel perdhe dellafunzionedielettrica de nita comela variazione
del potenzialee cace rispetto al potenzialeesterno.

Abbiamo parlato di approssimazioneer l'interazione e abbiamo chiarito
in che sensal'interazionee stata consideratain modo approssimato. Questo
non ci dewe pero in alcun modo far pensareche la soluzionedelle equazioni
di Hedin siain qualdhe modo approssimata! Tali equazionisonoinfatti state
costruite per permettercidi calcolarela funzionedi Greene la suaself-energia
e sonoquestele due grandezzea cui dobbiamo guardare. L'interazione che
compare(e conessda polarizzazione)sonosoloun mezzoper ottenerequesto

9Formalmente non ha sensoparlare di variazionedi un operatore poiche essoe de nito in
modo unico e non dipendedalla funzioned'onda. Quello chevienefatto in pratica e cercare
di costruire un operatore che possatener conto della variazione delle funzioni d'onda del
sistemae che risulti essereun operatore a particella singola. Nella presere teoria si riesce
a includere solo una parte di questo e etto, il campo medio; se ad esempioguardiamo
alla DFT in questateoria tale e etto e viene incluso in modo satto per il sistema non
interagente comevariazione del potenziale di scamnbio e correlazione. Il prezzoda pagaree
pero che in questo casola funzione d'onda molti-corpi non sara quella esatta.
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scop. L'idea di utilizzare un'interazione cos fatta nascedalla necessi di
una grandezza sica che possaessereun punto di partenza migliore dell'in-
terazionelibera, ma che non dewe necessariamder essereesatta. Gli e etti
guartistici che noncompaionoin tale grandezzasarannoquindi inclusi altrove
edin particolare questoci porta a guardarealla funzionedi vertice.

L'interpretazione sica di questagrandezzaapparemenoimmediata delle
altre (perlomenoall'autore di questatesi) ma puo esserein qualdhe modo
delineata perlomenoin modo intuitiv o. L'idea e che stiamo studiando un
sistemain cui compaionodue grandezza,l campo fermionico degli elettroni
e l'interazione. Per entrambe abbiamo de nito \un propagatore” (possiamo
immaginare l'interazione libera comeil propagatore del fotone, seblkene in
realta il campo vengatrattato qui in modo classico)e la suaself-energiaper
l'interazioneessasara costituita dalla polarizzazione).Appare quindi naturale
la presenzadi un termine che \leghi" tali \campi" e che, comedetto, dovra
in qualdhe modo supplire al fatto che stiamo studiando il problemain modo
semi-classicqo perlomenocon I'approssimazioneappenaindicata per quarto
concernelinterazione). Per l'interpretazione della funzione di vertice come
inclusionedegli e etti quartistici trascurati nella de nizione dell'interazione
rivestita rimandiamo alla bibliogra a [1, 9].



Capitolo 4

Approssimazioni

4.1 Intro duzione

Fino ad ora abbiamo presenato la formulazione esatta di due teorie per lo
stato fondamertale di un sistemadi elettroni interagerti. Se pero vogliamo
applicarle per lo studio di sistemi sici dobbiamonecessariamég introdurre
alcune approssimazioni. La necessi di eseguiretali approssimazioninasce
in modo di erente per le due teorie: nel casodella DFT la necessi nasce
dal fatto che non e noto il potenziale di scanbio e correlazionee che dun-
gue dovremo in qualdhe modo trovare una buona approssimazioneper tale
potenziale. Per la MBPT il problemanasceinvecedal fatto chei calcoli che
compaionosonotroppo complessiper poter essereisolti in modo esatto.

Le due approssimazioniche solitamerte vengonoutilizzate sonol'appros-
simazionelocale o \Lo cal Density Approximation™ (LDA) perla DFT e l'ap-
prossimazioneGW" per la MBPT. La prima consistenello scrivereil fun-
zionaledell'energiadel sistemaa partire dal funzionaledel gasomogeneahe
puo esserecalcolato a partire dalla MBPT e da calcoli Montecarlo, la secon-
da nel risolverele equazionidi Hedin (3.67) approssimandda funzione con
I'identit a e dunquela Self-Energiacon I'espressione = GW, da cui il nome
dell'approssimazione.

Nei prossimiparagra ci concerreremo soprattutto sulle approssimazio-
ni necessariall'utilizzo della DFT poiche i calcoli che faremo all'interno di
guestatesi sarannoswlti nell'ambito di tale teoria. La teoria MBPT restera
comunque semprepresetie sia comeuno dei possibili punti di partenza per
la costruzionedi approssimazioniper i funzionali del potenzialee dell'energia
della DFT sia, comevedremonell'ultimo capitolo di questatesi, comepos-
sibile punto di partenzaper correzionialle approssimazioniswlte nei calcoli
da noi eseguiti.
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4.2 L'approssimazione locale

4.2.1 Approssimazione LDA

L'approssimaziondocale costituisceuna notewole sempli cazionedella teoria
presemata e si basasull'assunzioneche la densita di energiain un punto dato
del nostro sistemadipendasolameite dalla densita del gaselettronico in quel
punto, da cui il nomedi approssimaziondocale. Facendoquestopresuppsto
e possibile approssimarel'espressionedell’energiadi scanbio e correlazione
comefunzionaledella densita nel seguete modo

Z Z

Ex[1= & (Nxl O] dr () R"CE) (4.1)

dove f°M( ) e unasemplicefunzionedi una variabile che puo esseraicavata

dall'energia del sistemacon densita uniforme

oy = EE70) @.2)

dove V e il volume del sistema. Il potenziale di scanbio e correlazionein
guestomodo risulta

Exl ], d %em(r)
(r) d (r)

Per esprimereil funzionale dobbiamo quindi scrivere qual'e I'energia del
sistemaomogeneaoin funzione della densita. A questo scop scegliamoin-
nanzi tutto di separarel'energia di scanbio e correlazionein due parti, un
termine per I'energia di scanbio ed un termine per I'energia di correlazione
appunto. Il primo termine di approssimaziondocale puo essereottenuto a
partire dall'espressionalell'energiadi scanbio dell'interazione che sappiamo
puo esserescritto in modo esattoin funzionedella matrice densita di Kohn e
Shamdel sistema[2].

Ve[ 1(r) = )+ ()

(4.3)

z z
EXS[ ]= % o 30‘;“ rr(?]’ . (4.4)

dove <(r;r9=h oj™(r)"(r9j o eappurto la matrice densita del sistemé.
Sviluppandoinfatti all'ordine lineare la matrice densita rispetto alla densita

lvediamo comela matrice densita di erisca dalla funzione di Green poiche quest'ultima
e de nita cpon gli operatori in rappresenazione di Heiserberg e quindi e dipendente dal
tempo.
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del sistemasi ottiene [2]

_§§l=3
T4

1=
KS= dy o> con dy

(4.5)
De nendo la quartita r3 = 4i (cioe il raggio della sfera che cortiene una
quartit a unitaria di materia), possiamoriscrivere |I'espressionecome|[6]:

0:458¢€?
x= — . (4.6)
I's
Per la parte di correlazioneuna delle prime parametrizzazioni proposte in
guestaapprossimaziones invecela seguete [6]:

0:44 ¢
c— m ’ (47)
dove ay e il raggiodi Bohr. Abbiamo dunque
0:458 € 0:44 €
xc = . (4.8)

rs r«+ 7.8 ag

Molte altre parametrizzazionipiu so sticate sonoconmunemerte note [1] e
sonoottenute da ts di calcoli ab-initio virtualmente esatti.

4.2.2 Approssimazione LSDA

Fino ad ora abbiamoparlato di parametrizzazioniper il funzionaleE,[ ]; al-
l'interno di questatesifaremopero principalmerte usodelfunzionaleE,.[ -; #]
per lo studio di sistemispin polarizzati. Il funzionaleE,.[ ], e dunqueande
la suaapprossimaziond. DA, tratta in modo simmetrico la componerte - e
la componente gownar row della densita e dunque seprovassimoa costruire da
questai potenziali di scanbio e correlazionev, [ ] e vi.[ ] otterremmo

Exc[ "t #] - Exc[ ]

— = Ve ]

Viel 1=
(4.9)

Exc[ "t #] _ EXC[ ]_ —
# - # VXC[ ]

Viel 1=

Appare dunque eviderte che per sistemi con magnetizzazionedi spin sia
necessariantrodurre uno schema di erente per approssimareil funzionale.
L'idea e quella di partire dall'energia del sistemaomogeneccompletamere

polarizzato, dove per completamete polarizzatointendiamo che la grandezza

=7 (4.10)
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siapari ad 1, il che signi ca chetutti gli elettroni hanno spin orierntato nella
stessadirezione. Calcolata I'energia del sistemaomogeneamponendo = 1,
si trovano, in approssimaziond DA, le segueti parametrizzazioni

e(; =1)= 2%¢(; =0)

e(; =1)= 05e(2*°; =0) , @)

dove cone-c(; = 0)abbiamoindicato la densita di energiaLDA.
L'approssimazioneper sistemi spin polarizzati?, che chiamiamo \Lo cal
Spin Density Approximation" (LSDA), viene costruita utilizzando

ec(; )=6c(; =00+ ec(; =1) ec(; =0)9g() , (412
dove g( ) e unafunzionedi interpolazioneche vale

1+ )R+ )R 2
2218 1)

a( ) = (4.13)

4.3 Perche l'approssimazione LD A funziona
cos bene

4.3.1 Intro duzione

L'approssimazioneeseguita(LDA) e basata sull'idea che il funzionale del-
I'energia di scanbio e correlazionenon di erisca di molto, nella forma, da
guello del sistemaomogeneo.Ci si aspetterebbe dunque che un approccio di
guestotip o possaesserragionewle per sistemiin cui la densita varia lenta-
merte. In realta applicazionidi questaapprossimazionesonostate utilizzate,
con ottimi risultati, andie in sistemi che sono molto lontani dall'avere un
comportamento della densita lentamente variabile, come possonoesseread
esempiole molecoleche studieremoall'interno di questatesi.

Il successottenuto puo comunqueesserespiegatodal fatto che I'approssi-
mazionelocalesaddisfaunaregoladi sommacheriguarda\la densita di buca
di scanbio e correlazione"e che la stessadensita di bucain approssimazione
LDA, pur essendai molto di erente da quellareale, preseta una media sfe-
rica molto simile a quest'ultima. Nei prossimiparagra spiegheremalunque
piu in dettaglio questi punti, partendo dal teoremadi connession@adiabatica
e utilizzando nella dimostrazioneil teoremadi Hellmann Feynman[15].

Concludiamoquestaintro duzionesegnalandgoero che pur essendaun ot-
timo punto di partenzaande per lo studio di sistemiisolati I'approssimazione

20 per lo studio di sistemi in presenzadi campo magnetico
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LDA halinconvenierte di non presenare il corretto andamerno asirtotico del
potenzialedi scanbio e correlazione;questoincorvenierte sara una delle fonti
di problemi nel calcolodello spettro di eccitazionedi alcunemolecole.

4.3.2 |l teorema di connessione adiabatica
Partiamo dal considerareun’Hamiltoniana B cos costruita
Z
X
H =T+ dr v ()" ()
X Z Z
+ 5 Rrad®rowr; ry™YE) V9" ()" o(r) , (4.14)
0
e per il valore = 1 scegliamodi prenderev, = V&, il potenzialeesterno

applicato al nostro sistema sico.

Ora sfruttiamo il teoremadi Hoherberg-Kohnper il sistemadescritto dalla
seguete Hamiltoniana e ssiamo idealmerie il potenzialev per tutti i valori
di dierenti dal inxmodo che risulti

(M= ho%YM"Mmi %= )= o) , (4.15)

In questomodo il potenzialev, e evidertemerte vo = Vs = V& + vy + V.

Utilizziamo ora il teoremadi Hellmann-Feynman, che corrisponde alla
prima riga della (4.16), e scriviamo la variazionedell'energiadello stato fon-
damertale del sistema,intesacomeil valor mediorispetto alla funzioned'onda
j °i del'Hamiltoniana K , come

+
dE()_ o.@
d @
272
=3 d*ra’row(r;ry  %jAmNEY (o YN °
z
+ @@ d® v (r) (r)

(4.16)

L'energiadello stato fondamertale del sistema sico, che e quelladell'Ha-
miltoniana a = 1, puo ora esserescritta come
Z, V4
E
E(1)=E@©Q+ d dEC) _ T[]+ B veYr) (r)
0 ZZ

Erd®row(r;rd (r) Y+ Exc[] , (4.17)

NIl 2
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dove abbiamode nito
zZz, 217
d dBPrd®rPw(r:r9

TGO TN (9) N Gl I (o) N R (0 I (O v IR C 3% )

De nendo ora la funzione di correlazionea coppieg comeestensionedella
(2.10) nel casoin cui la funzioned'onda dipendada otteniamo
ZZ Z,
Brarw(r;rd (r) r% dg ;%[ 1] . (4.19)
0

Exc =

NI =

0

Exc =

4.3.3 La buca di scambio e correlazione

Per capire il successalell'approssimazioneLDA ci resta ora da capire cosa
signi chi eseguiretale approssimazioneger la funzioneg
A gquestoscom de niamo un'ulteriore grandezza

VA 1
%e = (r) . dg(rSLD 11 (4.20)

che puo esseranterpretata comela densita di una bucadi scanbio e correla-
zione[2]. Inserendoquestaespression@el funzionaleper I'energiadi scanbio
e correlazionee dunquepossibileinterpretare tale energiacomeun'interazione
particella-bucadi scanbio e correlazione.

Ora e possibilemostrare che, espandenddale densita in termini di multi-
polo rispetto alla distanzar r%soloil termine di monopolo, cice il termine
con andameno di tip o sferico, da cortributo all'energiadi scanbio e corre-
lazion€ e che e sempreil termine di monopolo il soloa dare cortributo alla
regoladi somma 7

Br%(r;r9= 1 . (4.21)

Il successalell'approssimazioneLDA nasceproprio dal fatto che ande
per quest'ultima %. ha un andameno di tip o sferico e soddisfa alla regola
di sommavalida per il casoesatto. In altre parole pur essendo. molto
di erente da %P * per sistemiin cui la densita varia rapidamerte, risultano
molto simili (4.1) le due grandezzesP * e 92, dove con 00 abbiamo presoil
termine di monopolo della bucadi scanbio e correlazione.

3Questo e vero solo nel casodi un'interazione che dipende soltanto da jr  r9.
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(a) Buca di scanbio e correlazione

(b) Termine di monopolo della buca di scanbio e correlazione. Media sferica.

Figura 4.1: Confronto tra l'andamerto della densita esatta di scanbio e
correlazionee la suamedia sferica.

4.4 Oltre l'approssimazione locale

4.4.1 L'equazione di Sham-Schluter

L'equazionedi Sham-Sbluter costituisceun possibilepunto di partenzaper
la costruzionedi un potenziale di scanbio e correlazionenella teoria DFT
a partire dalla MBPT. Essastabilisceinfatti una relazioneesattatra il po-
tenziale di scanbio e correlazionee la self-energiadel sistema. Il punto di
partenzaper giungerea tale equazionee dato dall'ossenazioneche la parte
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diagonaledella funzione di Green coincide con la densita del sistemanello
stato fondamertale che, comesappiamo,puo esserecalcolatanel formalismo
del funzionaledensita.

iG(L;1)= (1) . (4.22)

Partendo da questa osserazione l'idea e quella di de nire la funzione
di Green soluzionedell'equazionedel moto di KS come Gk s(1;2). Seora
cercdhiamo di stabilire un legametra la funzione di Green esatta e quella
appenade nita osserando le due equazionidel moto a cui questesaddisfano
otteniamo

G(1;2) = Gks(1;2) + Gks(1;3) (3:4)  (34)wc(4) G(42) . (4.23)

Ricordiamo che della funzionedi GreenGg s(1;2) solola parte diagonaleha
signi cato sico. Utilizzando ora proprio il fatto cheil termine diagonaledi
ertrambe coincidecon la densita del sistemaotteniamo

Gks(L;3) “(34) (34w G4 D=0 . (4.24)

Quella scritta e I'equazionedi Sham-Saluter. Come semprequando ab-
biamo a che fare con grandezzea molti corpi essanon puo essererisolta in
modo esatto, e necessariqquindi trovarne delle soluzioni approssimate. Una
possibilita e quella di trovare una soluzionelinearizzata di tale equazione(il
che signi ca approssimarenella (4.24) G(4;1) ' Gk s(4;1)); soluzioneche
puo esseradtilizzata ad esempioper ottenere un potenzialedi scanbio e cor-
relazioneconil corretto andamerto asirtotico in modo da correggerd'errore
prodotto dall'approssimazioneLDA [8].



Capitolo 5

Spettro di eccitazione.
L'accoppiamen to particella
buca.

5.1 Intro duzione

Fino ad ora ci siamooccupati di delinearele dueteorie per lo studio dello sta-
to fondamertale del nostro sistemaed abbiamo mostrato comeda erntrambe
possiamoottenere I'energia totale. Abbiamo inoltre gia parlato delle ener-
gie di eccitazionedel sistemaper stati che presenano una particella in piu
o in meno dello stato fondamerale del sistemi. Non abbiamo invece detto
nulla sullo spettro di eccitazioneche riguarda stati che presetino lo stesso
numero di particelle dello stato fondamernale poiche lo studio di tali energie
comporta la necessi di tener corto di un importante e etto sico, l'accop-
piamerto particella buca, che le teorie si qui formulate non sonoin grado
di descrivere in modo esauriete. Avremo dunque la necessi di sviluppar-
le ulteriormente enrambe; andremodunque verso quelle che sonole attuali
frontiere dellericerca,facendoin particolare riferimento, per quanto concerne
lo stato dell'arte alle referenze7, 3].

Per quel che riguarda la teoria many body lo spettro di eccitazionepuo in
realta gia essereottenuto a partire dalla rappresemazione di Lehmanndella
funzionerisposta (o polarizzazione). Studiando pero tale grandezzavedremo
che comparirannodelle funzioni\a quattro punti", che sonolegatequindi alla
funzione di Greena due particelle. Per questomotivo, se vogliamo scrivere
un'equazionedel tip o \equazione di Dyson" per questa grandezzaavremo
bisognodi de nire una funzione di risposta a quattro punti. Il risultato di
guestotip o di approccio sara I'equazionedi Bethe-Salgeter.
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Per quel cheriguarda la teoria del funzionaledensita, sebkenein principio
a partire dal teoremadi Hoherberg-Kohn potremmo accedereallo spettro
di eccitazionedel sistema,di fatto abbiamo bisognodi costruire un metodo
pratico per accederea tale spettro. Come gia anticipato tale metodo sara
costituito dalla TDDFT o meglio dalla Time-Dependert Density-Functional
ResmpnseTheory (TD-DFRT?). Dovremo dunque dimostrare nuovi teoremi
che possanocestenderea teoria al casodipenderte dal tempo.

Prima di procederepero allo sviluppo delle due teorie vogliamo intro-
durre la teoria della risposta lineare e mostrare come, a partire da questa,
sara possibilericavare lo spettro di eccitazionedel sistemaattraversola sua
rappresemazione di Lehmann.

5.2 La teoria della risp osta lineare

Consideriamoun sistemadescritto da un’Hamiltoniana H indipenderie dal
tempo. Immaginiamo quindi di perturbare il sistemaaccendendoall'istante
t = to > 0, una perturbazione esternadipenderte dal tempo Ve<(t) che
possaessereconsideratapiccola. Scom della teoria della risposta lineare e
studiare comevaria una grandezzasica, all'ordine lineare, dopo l'accensio-
ne della perturbazione esterna. L'evoluzione di uno stato in descrizionedi
Sdiroedingersara data dalla solita funzione esppnenzialeper la parte di Ha-
miltoniana indipenderie dal tempo e dall'operatore descritto nella (3.16) per
la perturbazioneche e dipendere dal tempo. Risultera dunque:

i s®i=e Ot t)j ( to)i

— ift=h; ; ift=h t 0 VYyext 40 C (5.1)
= e i(to)i+e dt® V(9 ( to)i + i
to

dove abbiamosviluppato all'ordine linearerispetto alla perturbazioneesterna
l'operatore di ewoluzione temporale O(t; 0). to e l'istante a cui scegliamodi
accenderela perturbazione esterna, mertre lo stato ( to) e autostato del-
I'Hamiltoniana M ed e indipenderte dal tempo: ( to) = (0). Scriviamo
ora il valor medio di una grandezzaqualsiasiche vengarappresemata da un
operatore O(t) rispetto allo stato perturbato

Z t
O®)i = h(0) jOa®j ) i+ dth(0) jBa(t); 0195 (©) i+

t (5.2)

1Per ragioni pratiche d'ora in avanti ci limiteremo a parlare di TDDFT
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dove abbiamospostato 'op eratoredi ewluzionetemporalesull'operatore O(t)
in modo che ora l'operatore sia scritto in descrizionedi Heiserberg rispetto
all'Hamiltoniana totale ¥ . In questomodo oltre alla possibiledipendenzadal
tempo del'operatore, I'operatore dipender dal tempo perdhe scritto in tale
rappresetazione (Oy (t))

Di particolare interessee la risposta dell'operatore densita ad un poten-
ziale esternoche possaesserescritto nella forma:

X
Ve(t) = dtBx VX )A (x) . (5.3)

In questomodo la formula dellarispostalinearepuo esserescritta nel seguete
modo
x 2L+ Z
(x;t) = °(x;t) + dt® ox (t tY V(Y9

h©) j[™ (x:t);~ (x5t (0) i, (5.4)

dove l'integrazionesul tempo e stata estesaa tutto l'assereale sfruttando il
fatto che la perturbazionee nulla pert°< tq einserendola funzione ( t t9
peri tempi t°> t. La funzionedi risposta puo esserale nita come(torniamo
qui ad utilizzare la notazionel = xi;t1; 1):

%(1,2)=h(0) jIND; M0 ©) i (1 t2) . (5.5)
In questomodo risulta infatti
1= RL2v(© (5.6)

dove stiamo integrando sulle variabili ripetute. Troviamo cos la de nizione
classicadi funzionerisposta comela variazionedella densita rispetto ad una
perturbazione esternaapplicata.

Quellache abbiamoqui de nito ein realta la funzionedi risposta\ritarda-
ta". Fino ad ora avevamo invecelavorato congrandezzaT-ordinate", poiche
guestesonole uniche che possiamosviluppare utilizzando in teoremadi Wick
e quindi i diagrammi di Feynman. La polarizzazioneo funzione di risposta
T-ordinata infatti, secalcolataesplicitamerne utilizzando la de nizione (3.61)
risulta pari a

(1;2)=h(0) jT[ X1) "1 O) i, (5.7)

dove A=~ O eloperatore uttuazione rispetto alla densita media °© =
h(©) 4 (0) i.

| due tipi di grandezzepossonoin realta esserericollegate (insieme con
le grandezza\avanzate") utilizzando la rappresemazione di Lehmann delle
stesse.Vediamocomenel prossimoparagrafo.
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5.2.1 La rappresen tazione di Lehmann della funzione
risp osta

Riprendiamo la de nizione di rappresemazione di Lehmann (3.30) della fun-
zionedi Greene swlgendopassaggidel tutto analoghia quelli gia swlti per
tale grandezzaotteniamo la rappresemazione di Lehmann delle due funzioni
risposta. La soladi erenza sara questavolta data dal fatto che il termine
| = 0 non comparepoiche viene cancellatoin modo esatto sia nella funzione
T-ordinata che in quellaritardata. Scriviamodunquei due risultati

Recx@1y= - NaNCOI v AT ol h oif(x9] iih 1A} ol
Y 60 Lo+ L+, + '
e o (98)
ixC1y= o NNl iih D] of o) iih 1A ol
SRR L+ P+l
(5.9)

Vediamocomela funzioneritardata e la secondafunzione T-ordinata di eri-
scanosolo per il segnodella parte immaginaria a denominatore.

Lo spettro di eccitazione! , scritto a denominatore della (5.8) e della
(5.9) e costituito dagli autovalori di tutti quegli stati che hanno lo stesso
numerodi particelle del ground-state(poiche l'operatoredensita commuta con
'operatorenumerodi particelle) relativo all'energiadello stato fondamenale:
Iy = E; Eo Perpoter otteneredunquetali valori non dobbiamofar altro che
calcolarei poli di tale grandezza.Vediamoin ne comela funzioneritardata e
la funzione T-ordinata di eriscano solo per il segnodella parte immaginaria
a denominatore.

5.3 L'appro ccio many-b ody

5.3.1 Perche la funzione di Green a particella singola
non e sucien te

L'idea per poter studiare la funzionerispostae quelladi scrivereun'equazione
di tip o Dyson per tale grandezzanell'ambito dell'approccio many-body delle
due grandezzestudieremola funzione risposta T-ordinata. A questo scom
riscriviamo l'equazionedi Hedin (3.63) per la polarizzazionanserendaal posto
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del vertice la suaequazionedi Hedin (3.65) nella versionecompleta

(1 23)= (12 (13)+ = (1; 45)6(64G(7;5)

@2:3vu@) + *(23) . (5.10)

G(6;7)
In questomodo otteniamo
1 ;2)=G(1;,2)G(2; 1) + G(1;3)G(1;4)
2:3)vu(3) + 7(3:4) G(5:7)G(6;8) (7:8;2) . (5.11)

G(5;6)

Seora cerdiiamo di ricavare un'equazionedi tip o Dysonper la polarizzazione,
de nendo la grandezza ((1;2) = G(1;2)G(2; 1) comeordine zerodel nostro
sviluppo, ci accorgiamoimmediatamene che non e possibileottenereil no-
stro obiettivo poiche le due funzioni di Greenche compaionoa sinistra della
derivata funzionale non sonochiuse,cos comenon lo sonole due funzioni di

Greenche compaionoa sinistra della stessaderivata funzionale. Secos fosse
potremmo infatti riscrivere I'equazioneappenaricavata utilizzando la (3.63)

e la de nizione appenaintrodotta di ¢ :

= ot oK ) (512)

conla grandezzaK (il kernel dell'equazione)de nita da

K(1;2;3,4) = 12w+ *(L2) . (5.13)

G(3:4)

Il problema e che compareuna grandezzasconosciuta,un kernel a quattro

punti; fatto che in qualdhe modo e legato alla forma dell'operatore di in-

terazione, che e un operatore a due particelle e che porta alla comparsadi

grandezzea quattro punti come avevamo gia visto nell'equazionedel moto

per la funzione di Green (3.26) in cui comparela funzione di Green a due
particelle. Nello sviluppare la teoria per il ground-state siamo riusciti a su-
perare questadi colt a introducendola self-energiadel sistemae quindi le

equazionidi Hedin. Sebkeneandie in questaformulazionecompaialo stesso
termine a quattro punti nell'equazioneper il vertice, termine che costituisce
la fonte di tutte le dicolt a che si incontrano del tentativo di risolvere tale

set di equazioniin modo esatto, per lo studio del ground state e possibile
fare approssimazioni(l'approssimazioneGW) che ci permettano di lavorare
semplicemete con grandezzea due punti.
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Cercandodi calcolarelo spettro di eccitazionedel sistemanon e invece
piu corvenierte cortinuare a formulare la teoria in termini di grandezzea due
punti. La ragione sica di questanecessi puo esserendividuata nelfatto che
guando eccitiamo un sistemadal suo stato fondamerale oltre a promuovere
un elettrone in uno stato eccitato, creiamouna buca (hole) nel sistemae che
l'interazionetra i due oggetti diverta decisiva nello studio del sistema. Non e
piu dunque possibilerelegareil ruolo dell'interazionecoulonmbiana sdhermata
particella-buca in secondoordine, all'interno della self energia. Il problema
in altre paroledipendedal fatto che, poiche non siamoin gradodi risolverela
teoria in modo esattodobbiamocercaredi \mettere in evidenza'le grandezze
che hannoun ruolo dominarte dal punto di vista sico.

5.3.2 L'equazione di Bethe Salpeter

L'idea per costruire I'equazionedi Bethe-Salpeter e quella di partire dalla
funzionedi Greena due particelle. A questoscop introduciamo una nuova
grandezzache de niamo comela di erenza tra la funzione di Greena due
particelle, che descrive appurto la propagazionedelle due merire interagisco-
no tra loro (oltre che conil restodel sistema),eil prodotto di due funzioni di
Greena particella singola,che descrivono la propagazionedelle due particelle
senzatener corto della reciproca interazione.

iL(1;2;3;4)= Gy(1;2;3;4)+ G(1;3)G(2;4) . (5.14)

Questagrandezzadescriwe evidertemerte il moto accoppiatodelle due par-
ticelle, possiamoimmaginarla comela correzionealla semplicepropagazione
indipenderte delledue. | passaggche dobbiamoora swlgereper la costruzio-
ne di un'equazionedi tip o Dyson per questagrandezzasonodel tutto simili
a quelli che abbiamo utilizzato per costruire I'equazionedi Hedin per la fun-
zione risposta (o polarizzazione)e quindi I'equazione scritta nel paragrafo
precedete con la quale non siamoriusciti a raggiungereil nostro scop sem-
plicemene perde stavamo lavorando con grandezzea 2 punti. Partiamo con
'ossenare che la funzioneL (1; 2;3; 4) coincidecon la de nizione del termine
di destradell’equazione(3.52) seinvecedi considerareun potenzialeesterno
a particella singolane consideriamouno a due particelle:

G(1;3)

iL(1;2;3;4)= — @2)

(5.15)

Procediamoquindi comein precedenzautilizzando la relazione(3.54)

G (5:6)

iL(1;2;3;4)= G(1;5)G(6;3) @2

(5.16)
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e de nendo, portando avanti I'analogia con quarto fatto in precedenzauna
funzionedi vertice a 4 punti

G 1(1;3)

4(1;2;3,4) = — @2)

(5.17)

Possiamoora scrivere I'equivalerte dell'equazione(3.65) nel casoche stiamo
considerandocioe con un vertice a quattro punti completo

( @G;3)vu(1)+ ?(1;3))

4(1,2;3,4)= (L;3) (Z4)+ “@2)

(5.18)

Utilizziamo in ne le regole di derivazione a catena e de niamo (ora si e
possibile) I'ordine zero della nostra funzione (Lo(1;2;3;4) = G(1;4)G(2; 3))
insiemeconil kernel

( 4;3)vu(1)+ ?(1;3))

K(1;2;3;4) = G@2) : (5.19)
ottenendola seguete equazione:
L(1;2;3;4) = G(1;4)G(2; 3)+
. _ G vu(B)+ °(5;7) G(7;3)
G(1:6)6(25) G(8;6) '(4;8) (5.20)

= Lo(1,2;3,4)+
Lo(1;2;56)K (5;6;7;8)L(7;8;3;4)
Quella appenascritta e I'equazionedi Bethe-Salgeter ed e I'equazioneutiliz-
zata nell'approccio many-body per studiare le eccitazionidel sistema. Con-

frontando infatti le equazioni(5.11) e (5.20) si vedecomela cortrazione della
funzionelL (1; 2;3;4) dia comerisultato la polarizzazionedel sistema

L(1;2;1,2)= (1 ;2) (5.21)

e dunquelo spettro di eccitazionedel sistema.

5.4 La Time-Dep endent DFT

Per poter studiare il problema delle eccitazioni nell'ambito della teoria del
funzionale densita il primo passoda fare e quello di estenderela validita
del teoremadi Hoherberg-Kohn al casoin cui I'Hamiltoniana sia dipendere
dal tempo. Se consideriamoinfatti un'Hamiltoniana in cui e presene un
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potenziale che dipende dal tempo il nostro sistemanon preserta piu uno
stato fondamertale e dunque non e piu possibileutilizzare il teoremadi HK.

Tale estensionee stata elaborata da Runge e Grossnel 1984 e de nisce una
corrispondenzabiunivoca (a meno di una costarte additiva dipendere dal

tempo per il potenzialee di una fasedipendertie dal tempo per la funzione
d'onda) tra la densita, la funzione d'onda e il potenziale esterno. A questo
scop vienerichiesto che siagia de nito uno stato iniziale al tempo tq e chell

potenziale esternosia sviluppabile in seriedi Taylor nell'intorno dell'istante

to stesso.Non siamo pero ora interessatiai dettagli della dimostrazione,per
la quale, cos comeper gli altri dettagli della teoria del funzionale densita,

rimandiamo chi fosseinteressatoalle citazioni della bibliograa. Cio a cui

siamo ora interessati e mostrare come possaessereutilizzata I'estensioneal

casodipenderie dal tempo della teoria per ottenere lo spettro di eccitazione
del nostro sistema. In particolare in questa sezionelavoreremo nell'ambito

dellateoria dellarispostalineare, per la quale, oltre che nel risultato di Runge
e Gross, la teoria trova giusti cazione formale in un altro lavoro di Grosse
Kohn.

5.4.1 Utilizziamo la teoria della risp osta lineare nella
TDDFT

L'idea per ottenerelo spettro di eccitazionedi un sistemaa partire dalla TD-

DFT e semplicemete quella si studiare la relazionetra una perturbazione

esternadipenderte dal tempo introdotta nel nostro sistemae la variazio-

ne della densita. Entrambe questegrandezzeinfatti devono corrisponderea

quellereali nell'ambito di questateoria.
Consideriamodunque nuovamerte il nostro sistemadescritto dall'Hamil-

toniana
RH=1T+W+ 0t | (5.22)

in cui il potenzialeesternonon dipendedal tempo e la corrisponderte Hamil-
toniana e cace della DFT

Horr = T+ 0+ 04 [ 1+ %[ ] . (5.23)

Inseriamo quindi una perturbazione V®<(t) dipendene dal tempo e ve-
diamo comevaria I'Hamiltoniana della DFT

O0(t) = V) + 0y + O (5.24)

dove 04 = 9%[ 9 %[]le ®c=%J] 9 O[] Lavariazionedelladensita
potra esserescritta, all'ordine lineare,come

D= 5552 w2 (5.25)
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dove la funzione di risposta XS e stata indicata con I'apice K S in quarto
descriwe la risposta delle particelle del sistemadi KS, che ricordiamo sono
particelle non interagerti. Notiamo comerispetto alla teoria many-body qui
utilizziamo la funzionedi risposta ritardata.

Poiche siamo interessati alla variazione della densita rispetto al poten-
ziale esternotrasformiamo I'equazioneprecedete scrivendoesplicitamerte la
forma del potenziale e cace. In particolare, per consistenzacon l'appros-
simazionein cui stiamo lavorando, linearizziamo i potenziali di scanbio e
correlazionee il potenzialedi Hartree rispetto alla variazione della densita.
In questomodo risulta

w9 w1+ L
Vee[ 4" Ve[ 1+ Ve ] (5.26)
De niamo ora la grandezza
el 1(1:2) = vil 1) | vl 1) (5.27)

(2) @

la sostiamonell'equazione(5.25) e, utilizzando la (5.6), otteniamo

D)= ( *5(1;2) (2;3) (3;4)
+ K3(1L2)fuxc(2:3) R(3:4) V'(4) . (5.28)

Abbiamo cos scritto al relazionetra il potenziale esternoe la densita uti-
lizzandogli elemeti della formulazionemany-body della TDDFT. Poiche in
particolare sappiamochei poli dellafunzione §° non sonoaltro che le di e-
renzetra gli autovalori di KS possiamogia vederecomeall'ordine zerodella
teoria (scegliendocioe f 4. = 0) siain e etti giusti cato consideraregli au-
tovalori di KS per valutare le eccitazionidel sistema. Tale approssimazione
e d'altra parte spessoinsu cien te a dare una descrizionesoddisfacene delle
proprieta sichedi un sistemaqualsiasi. Tutto questosara poi megliochiarito
nella formulazionedi Casidadella TDDFT (Capitolo 6).

5.4.2 Un'equazione di Dyson per la TDDFT

Il risultato appena ottenuto puo esserefacilmerte riscritto sotto forma di
equazionedi Dyson per la funzionedi risposta. Un sempliceconfrorto dell'e-
guazione(5.28) con I'equazione(5.6) ci porta

R(L2)= "S(1;2)+ "S(L3)fux(34) R(42) . (5.29)
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Sottolineiamoancorauna volta la di erenza tra la teoria many-body ela TD-
DFT. In quest'ultima infatti siamoriusciti a scrivere un‘equazionedi Dyson
per la funzionerisposta utilizzando grandezzea due punti poiche a di erenza
dellateoria many-body stiamo utilizzando due grandezzediagonali nello spa-
zior. Il fatto chela funzionerisposta siadiagonalein spaziodiretto non dewe
pero far pensareche stiamo utilizzando grandezzedi erenti. Se scriviamo
infatti la funzionerisposta in secondaquartizzazione vediamo che essae in
e etti il valor medio di quattro operatori, siain TDDFT, sianelle equazioni
di Hedin, sia nell'equazionedi Bethe-Salpeter. La soladi erenza e che nello
sviluppare la teoria nell'ambito del formalismo many-body dobbiamo consi-
derare anche i termini \non diagonali" mertre per la teoria del funzionale
densita questonon e necessario.Ancora una volta vedremocome nella for-
mulazionedi Casida,quandoproietteremole grandezzenello spaziodegli stati
andhe lI'equazioneper la TDDFT diventera una grandezzaa quattro punti.

5.5 Approssimazioni

5.5.1 L'approssimazione adiabatica LD A

Comeper il computo dello stato fondamertale del sistema,ande peril com-
puto delle eccitazionila teoria esatta non puo essereisolta e dobbiamo uti-
lizzare delle approssimazioni. Poiche nell'ambito di questatesi calcoleremo
spettri di eccitazioniconla TDDFT indicheremoin questasezionequella che
e l'approssimazioneutilizzata nelllambito di tale teoria: I'approssimazione
adiabatica.

Tale approssimazioneein e etti I'equivalerte dell'approssimaziondocale,
presetata per la DFT, per la variabile temporale. In termini matematici
consistenell'utilizzare la seguete relazione

Axc[ ] ' Exc[ t]
(X; 1) (x)

dove nell'ultimo termine abbiamo indicato la variabile temporale a pedice
della densita per indicare che non stiamo facendola derivata funzionaleri-
spetto a tale variabile ma solo rispetto alla variabile spaziale. L'energia
di scanbio e correlazioneE,; dipende cioe solo dalla densita al tempo t e
nell'approssimazionevengonodunque persitutti gli \e etti di memoria".

Questo e particolarmerte chiaro nella scrittura del kernel della TDDFT
nell'ambito di tale approssimazionehe risulta

Vel 1(X15t1) ,
(X2;12)

Vel 1(X51) =

(5.30)

Viel 6](X1)

fxcl 1(Xat1; Xotp) = t; (X2)

(t1  t2) (5.31)
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Nello scrivere il kernel abbiamo qui trascurato il termine di Hartree, poiche
infatti il campo di Hartree e statico I'approssimazioneadiabaticanon avra al-
cune etto sutale campo e quindi sul suokernelche e d'altra parte conosciuto
in modo esatto 1

ful 1(X1;x2) = -

X1 X3

Semettiamo insiemel'approssimazioneadiabatica con l'approssimazione
LDA utilizzata per I'energiadi scanbio e correlazioneotteniamo la seguete
espressionger il kernel

(5.32)

den(), @m0
d d?
Possiamoin ne inserire una parametrizzazioneper I'energiadi stato omo-
geneoin funzione della densita scrivendo cos in modo esplicito il kernel in
funzione della densita. A questo scop scriviamo quella che e I'approssi-
mazionelocale dell'energiadi scanbio, trascurandol'energiadi correlazione.
Riprendendolo sviluppo fatto nel capitolo 4 ein particolare la (4.5) otteniamo

M) = do T(X)
4d0 2=3
fAPAL2) = (1,2 5 (X1) : (5.34)
da cui possiamoosserare I'andamerto divergerie del kernel nelle regioni in
cui la densita tende a zero. Inserendoande il termine di correlazione(4.7)
e possibilevedereche anche questodivergein zonein cui la densita tende a

Zero.

fAPAML;2)= (L,2) 2 (5.33)

5.5.2 L'approssimazione adiabatica LSD A

Per il nostro lavoro dobbiamo cosiderareun kernel che dipenda dallo spin
e dunque anziche utilizzare, nelllambito dell'approssimazioneadiabatica, il
funzionale LDA utilizzeremo il funzionale LSDA. Avremo dunque un kernel
de nito come

Vye(1)

frxe(1;2) = )

dovele variabili di spinsonocomesempreinclusenellanotazionel = (xi;t1; 1).
In approssimazionéA-LSDA otteniamo

dc”G )

d .
de®*G), ®e*C¢)
d, d d,

, (5.35)

fAPAL2) = (1 t2) (X1 X2) +

(5.36)
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dove la derivazionerispetto alla componerte  della densita e intesa come
(utilizzando la regoladi derivazioneper le funzioni composte)

4G ) L @A) A )

d @ @ ;

dipendedalla componerte della densita che stiamo utilizzando: + per -;
per .

(5.37)
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Capitolo 6

La form ulazione di Casida della
TDDFT

6.1 Intro duzione

L'idea di Casidae essenzialmete quella di proiettare la formulazione della
TDDFT nello spaziodegli stati o spaziodelle con gurazioni. In altre parole
invece di rappresemare le grandezzedella teoria in spaziodiretto (x; ) o
in spazioreciproco (k; ) scegliedi rappresemarle rispetto ad una basedi
funzioni d'onda di particella singola. In particolare la basesceltae quelladegli
autostati dell'Hamiltoniana di KS della DFT, in modo che, come vedremo,
la funzione di risposta libera sia diagonalein tale spazio. La sceltafatta e
soprattutto mirata allo studio di sistemi isolati, per i quali lo spaziodelle
con gurazioni e sicuramerte la descrizionemigliore poiche la mancanzadi
periodicita del sistemaelimina i vantaggi dell'utilizzo dello spazioreciproco.
In questanuova rappreseimazione l'idea di Casidae in particolare quella
di studiare comegrandezzadi riferimento non la funzionedi risposta ma la
polarizzazionedel sistema,de nita come:
= ﬂ , (61)
E E=B=0
dove e il momerto di dipolo elettrico del sistema, mentre E e B sonoll
campo elettrico e il campo magneticoche vengonoapplicati al sistema.

6.2 La polarizzabilit a del sistema

Vediamoinnanzitutto comela polarizzabilita elegataalla funzionedi risposta
e quindi alle grandezze sic he del sistema. A questoscop consideriamoora



6.3 La TDDFT nello spazio delle con gurazioni 65

il casoin cui il potenzialeapplicato sia del tipo
VELU(L) = ZE, (1) . (6.2)

Consideriamoquindi il momerio di dipolo in direzionex, essosara de nito
come

Qui g e la carica elettrica che d'ora in avanti supporremo pargad uno, men-
tre x sara la variazionedel valor medio dell'operatore 2 = d®x ~(x)x (il

termine dopo l'uguale e la suarappresemazione in secondaguartizzazione).
Ovvero Z

x=  dx (x;)x (6.4)
da cui la componerte xz polarizzabilita nello spaziodelle frequenzerisulta:

By (X)x
E.(1)
La relazionecon lo spettro di eccitazionedel sistemapuo in ne essere

scritta utilizzando la rappresemazione di Lehmann di quest'ultima insieme
con la relazione

xz(!) =

(6.5)

h ojR) 1ih [j2) oi = h oj2) (ih |jR] of , (6.6)
ottenendo: X L AV
_ 2(E;  Eo)h oj&] ih j2) ol

o (E/ Eg? !?2

(6.7)

Nelle sezionisegueti ci occuperemodunquedi riscriverela TDDFT nella
nuova basee quindi di calcolarel'espressionedella polarizzabilita con tale
formalismo. Confrontando in ne il nostro risultato con l'espressioneappena
scritta potremo ricavare lo spettro di eccitazionee le forze di oscillatore.

6.3 La TDDFT nello spazio delle con gura-
zioni

6.3.1 Cambio di base

Cio che dobbiamo fare e semplicemete scrivere le relazioni tra matrici e
vettori dello spaziodi Hilbert esplicitandonegli elemeni in funzione della
basesceltain modo da avere alla ne delle relazionitra elemeni di matrice,
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ovvero dei numeri complessi. | dettagli dei passaggieseguiti sono piuttosto
noiosi, riportiamo qui semplicemete la regolanecessariger ottenere questo
risultato. Cio chein pratica sifa e passaredalle formule scritte in spazio(x; )
alle formule scritte nello spaziodelle con gurazioni utilizzando le formule per
il canmbio di basein secondaguartizzazione. La regolada utilizzare e dunque

la seguete:
X

= ahijji
X

&= ahji (6.8)
j

dove abbiamo scritto un operatore di campo di basei in una nuova base
J; nel casoin cui la basedi arrivo sia cortinua le sommatorie andranno
sostituite con degli integrali, ma la regola del cambio di baserisultera la
stessa.Sepreferite, poiche stimiamo lavorandoconi valori medi e non congli
operatori direttamente e possibileutilizzare andhe la regolaper proiettare una
grandezzasugli stati, (facendopero attenzioneal fatto che stiamo utilizzando
grandezzeche sonodiagonaliin spaziox):
Z

f(xagrimxa)iin gy, (X 1) j.(Xn) . (6.9)
E ettuando il canmbio di baseper I'operatore densita otteniamo:
X
A (x;t) = (X)) 5 008 (O (1) . (6.10)
i5j
De niamo ora la grandezza
Pij (1) =h «sj& (& (V)] «ksi (6.11)

che corrisponde ad una densita nello spaziodelle con gurazioni e le equazioni
(5.25) e (5.28) nel nuovo spaziodivertano
z

Pi (t)= dt® {5 (1 ta)(Ve)mk (t2) (6.12)
Z

Pi (t)=  dt® j e (tn t)Vi'(t) (6.13)

dove stiamo sommandosugli indici ripetuti. Scriviamoora andhe il Kernel K
nello spaziodelle con gurazioni

Vi (t1) N Vi€ (t1)
P (t2)  Prk (t2)
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e abbiamotutti gli elemeni per riscrivere I'equazione(5.28) nella nuova ba-
se. Prima di scrivere la nuova equazionevogliamo pero anche cambiare la
basedella variabile temporale e passarenello spaziodelle frequenzepoiche
in questomodo le relazioni di convoluzione che compaionodiventeranno dei
semplici prodotti nel nuovo spazio. Applichiamo dunque la trasformata di
Fourier a tutte le grandezzeche compaiononelle formule e siamo nalmente
pronti a scrivere il nostro risultato
h [
e () Ky () P ()= V) (6.15)

dove comesempresommiamosugli indici ripetuti. Abbiamo qui direttamen-
te invertito la funzionerispostain modo da scrivere I'equazionein modo piu
compatto, in particolare nel farlo abbiamoinvertito la funzione XS che po-
trebbe pero esserenon invertibile. In realta sappiamoche tale matrice (lo
vedremonel prossimoparagrafo) e diagonalenella rappresemazione sceltae
dunque certamerte invertibile. L'unico pericolo risulterebbe costituito dai
termini diagonali nulli; questi pero possonoessereesclusidalla teoria poiche
quando XS e pari a zeroil sistemapresema una variazionedi densita nulla
(cfr. eq(5.25)) e tutte le equazioniscritte non portano alcunainformazione.

6.3.2 La funzione risp osta lib era e il kernel

Prima di procederestudiamo piu in dettaglio la funzionedi rispostadi un si-
stemadi particelle noninteragerti. Questaeinfatti conosciutain modo esatto
e puo esserdacilmerte ricavata nello spaziodegli stati a partire dalla de ni-
zione di funzione di risposta. Partiamo dalla rappresemazione di Lehmann
della funzionedi risposta (5.9) scritta pero nella nuova basescelta:

X h 58 & j [%ih 58] acj §°i

KS (|):

b , | (Ei Eq)+i
h 8°iaf & j [*ih S8 & j §°i (6.16)
' +(E, Eg)+i '

Il fatto che stiamo considerandda funzionedi risposta libera (ovvero quella
di un sistemanon interagerte) signi ca ora che le funzioni d'onda a molti

corpi sonosemplicemete il prodotto di funzioni d'onda a particella singolae
che quindi gli stati eccitati non sonoaltro che eccitazionidi singolaparticel-

la. Questosi puo vederechiaramerte nella formula poiche, essendali stati

di particella singola ortogonali tra loro, le funzioni d'onda | non possono
di erire da ( che per una particella passatadallo stato i allo stato j .
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Comeconseguenzdi tutto cio la funzionedi rispostaliberarisulta diago-
nale in questarappresermazione. Inoltre poiche gli stati eccitati di eriscono
dallo stato fondamertale per un solo autovalore di KS (lo stato i al posto
di quelloj) risultera E;, Eg = st KS. Inne valutando i numeratori
dell'espressionese ammettiamo che gli stati possanoavere numeri di occu-
pazionefrazionaria, otterremo dall'applicazione dell'operatore di distruzione
a numeratore esattamene i numeri di occupazione.Possiamoquindi scrivere
la funzionedi risposta libera (la sommasugli stati eccitati scompareperce
sopravvive solo quello stato eccitato con eccitazionei ! | e per lo stesso
motivo abbiamo solo uno dei due termini della somma):

f; f
ilj<s;hk (1)=& ik iny (J KS Ksy - (6.17)
! ; ]

Per esprimereil kernelin funzionedi grandezzenote non possiamoinvece
far altro che scriverlo in funzione del kernel in spazio(x; ) poiche soloin
guestabasesiamoin grado di calcolarlo. L'espressionee facilmerte scrivi-
bile utilizzando le regoledi cambio basedella prima quartizzazione (6.9) e
ricordando che il nostro kernel e diagonalenello spazioe nello spin

Z

Kime (1) = dadz ; (x1) | (xo)K ; [ 10X %2;!) n (X2) | (X2)
(6.18)

6.3.3 L'equazione di Casida

Abbiamo nalmente tutti gli elemeni per scriverel'equazioneche e possiamo
dire alla basedel lavoro di Casida e che non e altro che la formulazione
dell'equazionedella TDDFT nello spaziodelle con gurazioni:

fe Xn 89 (o k)

ik, Kij e (1) Prc ()= V(1)
(6.19)

Poiche siamo passati ad una basein cui ne la densita ne il potenzia-
le esternosonodiagonali avremo a che fare sia con la parte reale che quella
immaginariadi tali grandezzepoiche comesappiamole grandezzesic he ven-
gonorappresemate da matrici hermitiane i cui termini non diagonalipossono
dunque esserecomplessi.

Per mettere in luce la parte immaginaria e quella realel'idea e quella di
riordinare la basedel nostro spazionel seguete modo: i < j ! f; f; . Poi
di dividere I'equazionein due, la prima per la quale consideriamoi termini in

Kl
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cuif; > f; elasecondapercuif; < f; . In ciascunadelle due equazioni
inoltre separiamoin due parti la sommatoria, la prima conf,, > fy ela
secondaconfy < fy . Ora invertiamo a coppieil nomedi tutti quegliindici
per cui quello con numero di occupazioneminore viene prima in modo da
ottenereovunquef; >f; ef, > f, :

fn Xfk >0
i-h j;k! Cn <) Ki sk (1) P (1)
" fr T
fn Yk >0
Kij knh (!') Pen (V) = VijeXt(! ) (6.20)
I
fn Xfk >0
i-h j;k! Cx n) Kii wn (') Pun (V)
kI fn T
fn ¥k >0

Kii e (1) P (1) = ViPU(C) , (6.21)
kI

Possiamoriscrivere le due equazioniin forma matriciale sfruttando il fatto
cheil kernel Ky (X1t1;X2t2) € una matrice hermetiana. Otteniamo cos:

Al) B() , C 0 P()  _  Vex(!)
B () A() 0 C P () Vel') ’
(6.22)
dove abbiamode nito le grandezze:
Aj e (P)= 1 in j;kH Ki s (1)
Bi mk (!)= Kj xn (1)
Ci m = K (6.23)

frn  fx

Seora facciamol'ulteriore assunzioneche gli orbitali di KS sianoreali e
che il kernel in spazio(x; ) sia una quartit a reale' otteniamo le relazioni
A = A eB = B e possiamoquindi diagonalizzarela prima matrice da
sinistra dell'espressionericavando un'equazionein cui compaionola parte

L1l che coincide, in accordoa quanto a erma Casida[12], ad interpretare comein nito
il tempo di vita delle eccitazioni.
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reale e quellaimmaginaria sia del potenziale che della densita:

A+ B() 0 | 0 C
0 A(') B(!) ' cC 0
<[PIC)  _ <[ Vel(')
i=[ P](") i=[ Vex(!)
Seora esplicitiamo I'equazioneper la parte reale della densita da quella per
la parte immaginaria otteniamo

(A()+B()) !'*C(A(t) B(!)) 'C <[P](!)=
<[VE) it CAC)  B()) =L V) (6.24)

(A() B(')) !'*CA(t)+B(!)) 'C =[P](!)=
=[ V() it CAC)+ B()) <[ V) . (6.25)

In ne nel casodi una perturbazione reale se consideriamosolo la variazione
della parte realedella densita possiamariscrivere nel seguete modo la prima
delle due equazioni:

<[P](")=S (12 (1) 'S Veu() , (6.26)
dove abbiamode nito le due grandezze

S(!)=C(A B) !C
(1)=S ¥A+B)S ¥ . (6.27)

A partire dall'espressiong6.26) la polarizzabilita del sistemapuo esserefa-
cilmente scritta come(scriviamo qui la componerte ,) utilizzando la (6.5)
proiettata nello spaziodegli stati:

w(1)= 208 2((1) 12) 15 =2z (6.28)

dove tutte le grandezzevanno ovviamerte pensatenello spaziodegli stati. I
simbolo di vettore soprale grandezzex e z indica che questesonovettori in
tale rappresemazione.

Confrontando questaespressione&on la (6.7) possiamoimmediatamerie
osserare chelo spettro di eccitazionedel sistemapuo esserettenuto diagona-
lizzandola matrice . L'equazioneagli autovalori di cui parlavamo all'inizio
di questasezionesara dunque:

(!)F = !|2|:| , (6.29)
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Tale equazionecostituisceil risultato principale del lavoro di Casidaed e di
fatto I'equazioneche viene utilizzata per calcolarelo spettro di eccitazioni
di sistemi niti nell'ambito della TDDFT. Segnaliamoche il risultato sin
qui ottenuto e esatto e del tutto generale,n particolare lo stessoformalismo
potrebbe esserad esempicapplicato partendo, inveceche dal sistemadi Kohn
e Shamdall'Hamiltoniana di Hartree-Fock o da una qualsiasiHamiltoniana
a particella singola.

Nell'ambito della TDDFT tale formulazioneo re pero l'indubbio vantag-
gio di esseramolto piu semplice.Seinfatti consideriamoparticelle a funzione
d'onda reale possiamofacilmerte osserare che il kernel risulta simmetrico
rispetto all'inversionedelle coppiedi indici (i;j) o (h; k) ela matrice  puo
esserescritta come

ok (1) = i 5 (k n)?
q

+2 (fi  f)( i K (! )p (frn f )« h) - (6.30)

Anche quest'ultimo risultato e esatto. Nessunaulteriore approssimazionee
stata sin qui introdotta.

Cio chein pratica vienefatto e diagonalizzarequestaequazionescegliendo
una certaapprossimazionger lI'energiadi scanbio e correlazione(cherappre-
serta comesempreil termine approssimatodella TDDFT) e di conseguenza
per il kernel, chericordiamo e la derivata secondadell’energia. L'approssima-
zioneche solitamerte vienefatta e che utilizzeremoande noi nellemolecoleda
studiare nell'ambito della tesi, e I'approssimazioneadiabatica, gia intro dotta
nel capitolo precedete. Tale approssimazionenel formalismointrodotto da
Casida, corrisponde a considerareun kernel statico e quindi una matrice
statica, partendo dalla trasformata di Fourier della (5.33).

6.4 Studio di sistemi a shell chiusa

| primi studi di Casidasulla TDDFT sonostati applicati in particolare per
l'analisi di sistemia shell chiusa. Tali sistemihanno la particolarita di avere
la funzioned'onda a spin up idertica alla funzioned'onda a spin down (spin
lungo l'assez) il che permette di trasformare la matrice  in una matrice
a blocdi sfruttando andhe le simmetrie risultanti dal considerarel'approssi-
mazioneadiabatica. Per illustrare tali simmetrie scegliamodi utilizzare un
sistemamodello (g. 6.1): un sistemacon tre stati, che chiameremoi, j ek
in cui lo stato i e occupatomertre gli stati j e k sonoliberi.
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Figura 6.1. Descrizionedegli stati eccitati per un modello a 3 livelli, 2
elettroni.

Scriviamo quindi la matrice  per tale sistema:

0
A-(1)  Bw(!) - (1) w(1)
% Bur( 1) Awm(l) w() w(!) §
w (1) () G (1) De( 1) ’
wC 1) wm( 1) De( ') Cu(!)

dove gli indici che variano sia sulla righe che sulle colonnesonol1 = ij ",
2=1 # 3=1ik ", 4= ik # Questesonoinfatti le uniche eccitazionipossibili
del sistema. A, B, C, D, e indicano qui gli elemeni della matrice e
possoncessereostruiti a partire dalla (6.30) (e non devono essereonfusecon
la notazioneutilizzata in precedenzger le grandezzeA, B e C); la sceltadi

nominarle in questomodo e stata fatta per mettere in evidenzale grandezze
che risultano poi identiche nell'ambito delle approssimazionieseguite. Ora
I'approssimazioneadiabatica per il kerneldella TDDFT fa si che gli elemeri

con argomerto ! sianoidentici a a quelli con argomerio ! (i.e.: A(!) =
A( ') = A(0)), mertre il fatto che stiamo considerandoun sistemaa shell
chiusafa si cherisulti Aw = Ay, Co = Cyy, = = gpeinne . = .2

’LeidentitaD+ = Dy eBy = Bw sonosemprevere, anche nella formulazione esatta.
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In questo modo la matrice risulta presenare gli autovettori nella seguete
forma: 0O 10 10 10 1
a c e g
BrkBokB KB IK
b d f h '
b d f h

La matrice puo esserali conseguenzadotta in dueblocdi edi fatto possiamo
pensaredi risolvere due sistemi agli autovalori con matrici di dimensione
dimezzata:

A+ B + A B
+ C+D C D

Cercarele eccitazionidi un sistemaa shell chiusa utilizzando il formali-
smo di Casida consistenel cercaredi diagonalizzarele due matrici appena
scritte; troveremodunque due gruppi di eccitazioni. Nella prossimasezione
cerdheremodunquedi interpretare il signi cato sico delledue matrici; a que-
sto sco sara necessarigpassareallo studio delle funzioni d'onda del sistema
seblenequestedal punto di vista formale non abbianoalcun signi cato sico
(ricordiamo che sonole funzioni d'onda di Kohn e Sham).

6.4.1 Interpretazione delle funzioni d'onda degli stati
eccitati e regole di selezione

Questaparte comegia detto non trova una giusti cazione formale altrettanto
rigorosache le sezioniprecedeti ma, comea erma lo stessoCasida, risul-
ta indispensabileper interpretare la teoria stessa. Per farlo partiamo da un
modello ancorapiu semplicedi quello consideratoin precedenzache e costi-
tuito da un sistemacon due livelli, una libera ed una occupata. In analogia
a quarto fa Casidapossiamoimmaginare che questomodello rappresefi la
molecoladell'ldrogeno.

Consideriamodunque la molecoladi idrogenotenendoin considerazione
soloi primi due stati elettronicii ej. Lo statoi corrispondeall'orbitale sigma
legarte elo statoj all'orbitale sigmaanti-legante. Lo stato fondamernale sara
il singolodeterminarte di Slater:

é:J i il
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gli stati eccitati sarannoinvece

31: J i# 4l

Questi stati possonoesserecostruiti cercandofunzioni che siano autostati
degli operatori fixs, $2 e S,.
Seoraguardiamoal potenzialeesternoapplicato al nostro sistemavediamo

che essoe scritto nella forma
Z

X
V() = dBx Y(x) " (x)VE(x;t)
x Z (6.31)
= d®x ~ (X)VE(x:1)

Possiamopero riscriverlo come
Z
00 = dPx V) VOGN () + A0l
1 (6.32)
E[V-e“(x; ) VGO (K) (X))

e quindi otteniamo:
Z
V) = ™ VGH)AX; ) + Bo(x;t)ma(x;t) . (6.33)

Da questo possiamoricavare le regoledi selezionedel sistemache corri-
spondonoa
S=01 S;=0 (6.34)

e vediamoquindi che le uniche eccitazionipossibili per il sistemaconsiderato
sonoquelleversogli stati
5 5 (6.35)

dungue un'eccitazionedi singoletto ed un'eccitazionedi tripletto.
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6.4.2 Interpretazione delle matrici di Casida

Seanalizziamogli stati versoi quali le eccitazioni sono rese possibili dalle
regoledi selezioneappenatrovate notiamo comeessisonoformati dallasomma
e dalla di erenza delle singoleeccitazionitra stati di KS. In altre parole la
trasformazioneche ci farebbe passaredalla basedegli stati di KS alla base
degli stati eccitati e caratterizzata dai vettori

1 1
1 1

Seconfrortiamo questi con gli autovettori che dividono in due blocdi la
matrice di Casidacapiamocomei duegruppi di eccitazioniche otteniamo sono
costituiti dal gruppo delleeccitazionidi tripletto edal gruppo delle eccitazioni
di singoletto. A questopunto puo esserauitile scriverein modo esplicito come
sonofatti gli elemeni delleduematrici rispetto agli indici di spin. Utilizzando
nuovamerte le simmetrie dei sistemi a shell chiusa otteniamo

- An By w
W+ Cw + Duy w 4 Co Dy

da cui abbiamoevidenziatocomelo spin vengatrattato nella divisionein due
blocdi della matrice. In altre parole la matrice viene divisa in due blocahi:

S - w s T - " n ,

un blocco per le eccitazionidi singoletto ed un blocco per le eccitazionidi
tripletto.

6.5 Studio di sistemi a shell aperta

La teoria sin qui scritta e di fatto valida ed esatta, (se consideratanella sua
forma esatta) ande per sistemi a shell-aperta. La matrice da diagonaliz-
zare sara sempreesprimibile nella forma (6.30) dato che di fatto no a quel
punto nessunaipotesi e stata fatta da questopunto di vista. Poiche d'altra
parte abbiamovisto comelo studio delle simmetrie rispetto allo spin possano
sempli care lo studio della matrice per lo studio di sistemi con stato fonda-
mertale non polarizzato cerdiamo di capire andhe nel casodi sistemi con
stato fondamenale spin polarizzato (polarizzazionecollineare) sela matrice
di Casidapuo essereseparataa blocchi. Comein precedenzaavoriamo in
approssimazioneadiabatica per il kernel della TDDFT.

Partiamo nuovamerte da un sistemamodello con tre bande (g. 6.2)
i, J] ek di cuiil primo occupato da due elettroni, il secondosolo da un
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Figura 6.2: Descrizionedegli stati eccitati per un modello a 3 livelli, 3
elettroni.

elettrone ed il terzo vuoto. Nella matrice  comparirannogli elemeni che
descrivono le transizioni 1 = jk ", 2 =1 # 3 =1k ", 4 = ik # abbiamo
dunqueuna matrice di dimensione4 4. In questocasopero notiamo subito
che la matrice non presena piu alcuna simmetria e dungque non puo piu
essereseparatain due blocdi. La simmetria della matrice rispetto allo spin
senbra dunque scomparsa.D'altra parte sappiamoche ande per sistemi a
shell aperta valgonole stesseregoledi selezioneindividuate in precedenzag
dunque partendo da un sistemacomeil nostroin cui S = 1=2e S, = 1=2
dovremmo avere due possibili blocahi di eccitazioni, quelle che consernano
lo spin, eccitazioni di doppietto, e quelle per cui S = 1, eccitazioni di
quadrupletto. Cerchiamo di capire perche non ritro viamo tali simmetrie nella
matrice costruita.

6.5.1 |l problema delle eccitazioni multiple

Partiamo sempredal sistemamodello con tre elettroni. Imponendocomein
precedenzache lo stato fondamertale e gli stati eccitati siano cortempora-
neamene autostati di ﬁKS 8¢ §Z otteniamo le segueti funzioni d'onda: lo



6.5 Studio di sistemi a shell aperta 77

stato fondamertale con un doppietto

E:ZZj i"i# j"jzjiiji

el suoistati eccitati con quattro doppietti

5:2 = jiiki

o = dijji

> 1

= = P—é(lllkl jij ki)

> 1 . e N

= = P—E(JIJKHIJ ki 2jijki)
e uno stato di quandrupletto

1, = p%(jij ki + jij ki + jijki)

Abbiamo qui gia tenuto in considerazionde regoledi selezioneper lo spin,
la barra soprauno stato indica che questoe occupato da un elettrone a spin
down. Notiamo immediatamerte che I'aver imposto che le funzioni d'onda
sianoautostati di $2 fa si che gli stati eccitati di KS debbanomischiarsi con
uno stato che dal punto di vista delle funzioni d'onda di Kohn e Shame uno
stato a eccitazionedoppia (jij ki). Questo poiche in sistemi a shell aperta
compaionostati contre bandesemioccupatee comeconseguenzdoperatore
$2 di fatto mischia tali stati conaltri in cuilo spindi due particelle del sistema
estato invertito (questoaccadewa ande per sistemia shellchiusamain questo
casovenivano tra loro misciati solostati a eccitazionesingola, poiche erano
preseii solostati eccitati con due bande semi-accupate). Mancandodi fatto
tale stato nella formulazione da noi fatta la matrice non puo presetare la
simmetria richiesta e dunque essereseparataa blocai.
Se cercassimoinvecedi costruire autostati di fixs, S, e $2 con le sole
eccitazionia particella singolaotterremmo tre doppietti
2, = jiiki
> = Jijji

1= P—Q(JIJKI jij ki)

N
]

e uno stato di tripletto [13]

3= P i ki + i ki)
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Vediamodunquecomemandi uno dei doppietti, mertre abbiamoun tripletto
invecedi un quandrupletto. Tra le energiedi eccitazioneche otterremo dia-
gonalizzandola matrice ci aspettiamo dunque che potranno esseran qualche
modo consideratesolo quelle eccitazioniche conserano $2.

Poiche d'altra parte la teoria sopraformulata e in principio esatta dob-
biamo immaginare che tale de cienza vada individuata nell'approssimazione
eseguitae dunquenell'approssimazioneadiabatica. In e etti mostreremonel-
l'ultimo capitolo di questatesi il modello che Casidapropone per correggere
tale problema e come nell'analizzareil problemalo stessoCasida individui
proprio nell'approssimazioneadiabatica per il kerneldella TDDFT il motivo
per cui in tale formalismo non siano presetti tutti gli stati ad eccitazione
doppia.

La correzionedi questo problema, che come vedremo si tradurra nella
necessi di scartare alcune delle eccitazioni calcolabili diagonalizzandola
matrice di Casida,esulapero dagli scopidi questatesi. Per i calcoli che e et-
tueremoci acconenteremodunquedi utilizzare la teoria sin qui costruita e di
diagonalizzarela matrice completain approssimazioneadiabatica. Abbiamo
in altre parole terminato di illustrare il formalismo che abbiamo implemen-
tato e che utilizzeremo nei capitoli successivper lo studio degli stati eccitati
di molecolecon stato fondamerale spin polarizzato.

L'ultima sezionedi questo capitolo costituisceinveceun tentativo di ge-
neralizzareil formalismosin qui presertato. Nei calcoli che faremole genera-
lizzazioni proposte non verranno considerate.

6.6 Prop oste per estendere la teoria

In questasezionein ne cerderemodi mostrare come sia possibile estende-
re la teoria di Casidasin qui descritta a due situazioni che non sono state
considerate.

La prima situazionee quellain cui vengaconsideratauna perturbazione

esternadi questotipo .

X
Ve(t) = dcx VU t) Y )" (x) (6.36)

in cui cioe compaianoande termini non diagonali nello spin.
La secondasituazionee quellain cui

1;5160 (6.37)

in cui quindi 'Hamiltoniana e 'operatore 8, non hanno autostati in conune
e per cui e dunque necessariaonsideraredegli spinori.
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Per ertrambe le estensioninon dovremo far altro che sceglierein modo
adeguatolo spazioverso cui proiettare la TDDFT in modo da ottenere la
corretta formulazione. Altra necessi che comparira in ertrambe le teorie
sara quelladi lavorare conun kernelnon diagonalerispetto allo spin e dunque
che dovra partire dalla forma completadell’energiadi scanbio e correlazione
comefunzionaledella matrice densita

K, = Bel 1 (6.38)

6.6.1 Includere la possibilit a di spin ip

Considerareuna perturbazionein cui sianopreseni ande le componerti non

diagonalirispetto allo spin signi ca di fatto considerarela possibilita di una

perturbazionein cui sianopreseri oltre ai termini gia individuati per il caso

diagonalerispetto allo spin andhe le componerti lungo le direzioni x ey del

campo magnetico. La perturbazionepuo in altre parole esserescritta come
Z

V) = AV (X H)AX;L) + B, (x; )M, (X 1)
+ By (x; )y (x; 1) + Bx(x; )iy (x;t)] . (6.39)

La principale conseguenzali questasceltae, comegia detto, che ora an-
che le componerti non diagonali della densita rispetto allo spin avranno una
variazione di erente da zero, questo perche ande nella perturbazione com-
paiono tali componerti della densita. Scriviamo dungue I'espressionedella
variazionedi densita considerandotali componerti:

Z Z

n (xt)= % dt® . (xt;x%Yvex1Y . (6.40)

Questain realta e una generalizzazionalella (5.29) nel casoin cui si consi-
derino componerti della densita non diagonali rispetto allo spin. La gene-
ralizzazioneappena fatta ci appare qui del tutto intuitiva e dunque non ne
riportiamo una dimostrazione. Scriviamo quindi la funzionedi risposta ed il
kernel nello spaziodelle con gurazioni.

ZZ

ij hk = d*xd% i () ; (x)  (xtx¥)  (x9 « (X9
ZZ

Kij hk = dBxd®% i (x) ; (xXIK  (xt;xd)  (xY) « (x9)
(6.41)
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Vediamo dunque che cos come per la densita anche per la funzione di
risposta e per il kernel compaionodei termini non diagonali nello spin. La
prima di erenza eviderte che comparein questasituazionee dunquela pre-
senzadi un ulteriore indice di spin in tutte le formule. Prima di procedere
con il tentativo di scrivere I'equazionedi Casida dobbiamo pero fare un'ul-
tima considerazionesul potenziale scelto. Come sappiamoinfatti l'idea di
Casidaparte dal fatto che, riordinando la basescelta possiamoscrivere una
relazionetra la variazione della parte reale della densita rispetto alla parte
realedel potenzialeesternoin modo da ottenere una matrice che e di dimen-
sionedimezzatae di tip o hermetiano. La condizionedi realta per il potenziale
ha pero sensoin spazioreale e non nello spaziodello spin. Per questo per
veri care la condizionedi realta del potenzialein quest'ultimo dobbiamoscri-
vere le trasformazionidal primo. Per la situazionestudiata da Casidaqueste
coincidonocon la (6.32) in cui compaionosolo coe cienti reali e dunque la
condizionedi realta risulta equivalerte nelle due formulazioni. Se conside-
riamo inveceun potenzialenon diagonalerispetto allo spin le trasformazioni
risultano essere

V(X) = 1=2(V + V#H)

B,(X) = 1=2(Ver Vi)

Bx(X) = 1=2(Vey + Vi)
By(x) = i=2(Vy Vi) . (6.42)
Compaionodunquedei coe cien ti immaginari e la relazionetra la realta del
potenzialeesternoin spaziorealee in spaziodi spin non e piu quella banale.
In questocaso,in altre parole, cio che possiamofare e partire dall'equa-
zione (6.22) e cercaredi estrarre le eccitazionida questa. Una possibilita e

senz'altrocostituita dalla sceltadi lavorarein approssimaziondamm-Danco

(TDA), il checonsistenell'ignorarela secondaiga di tale equazioneottenendo
(A I1C)P(1)= Vv(1) . (6.43)

Non sara invecepiu possibilecostruire la matrice (! ) di Casida.

Concludiamoil paragrafosegnalandccomedi fatto I'introduzionedi que-
sto tip o di perturbazione modi c hi evidertemerte le regoledi selezioneper
lo spin. In questocasoavremo:

S=01 0 S,=0 1

6.6.2 Sistemi non collineari

La teoria di Casida n qui esposta prevede che 'operatore S, commnuti con
I'Hamiltoniana totale del sistemae che quindi gli autostati dell'Hamiltoniana



6.6 Prop oste per estendere la teoria 81

sianofunzionid'ondaconS, ssato. Cerchiamo oradi studiare comepotrebbe
essereriformulata la teoria nel casoin cui questo non accada. La prima
conseguenzaareble quellache le auto-funzioni a particella singoladella DFT
non sarebkero piu degli spinori con una singola componenetedi erente da
zero, il che ci permetteva di lavorare con semplicifunzioni d'onda, ma spinori
con ertrambe le componerti di erenti da zero. Quello che dobbiamo quindi
fare e molto semplicemete utilizzare le regoledel canbio di basegia viste
per passaredallo spazior; allo spaziodegli spinori n. Vediamoquindi come
risulterebbero le equazioniin questonuovo spazio. Iniziamo con lo scrivere
la matrice densita

X
Ao(x;t) = ZX) mxOBMB () (6.44)

dove con la notazione | intendiamo uno spinore a due componerti - e

n#. Sottolineiamocomein generalele nuove funzioni ,, non sianopero un
s.0.n.c.,ma semplicemete la componerte dello spinorea spin up e down. Le
relazioni di ortonormali%a sarannoinvecedate da

& (1) m(r) = am
X Z
& o () m ()= am . (6.45)

De nita quindi la nuova grandezza

Qnm () = h wsifiBnj «si (6.46)
otterremo le due equazioni

Qun() = Jme(t IV (1) (6.47)

Qum(t) = amae(t  tOV(HY . (6.48)

Proseguendon modo idertico a quanto fatto in precedenzgossiamoscrivere
il kernel nella nuova rappresemazione, esprimerepoi in modo esplicito la
funzionedi rispostaliberaein ne scriverela nostra equazioneper la funzione
di risposta totale. Non ripetiamo quindi le considerazionigia fatte ma ci
limitiamo a scriverei risultati per il kernel,

Vam (), Var (1)

Komii(t 1) = Qi (9 Qu(ty

(6.49)

e per la funzionedi rispostalibera

fn f
ﬁms;lt(! ) = it omil ] (an = KS : (650)
. m
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In ne, comein precedenzaesprimiamoil kernel nella nuova baserispetto

alla baser :
Z

X
Komge(t 1) = drdr® (i ) m(rs )KL L) (S ) ()

(6.51)
In questomodo abbiamoriscritto il formalismo di Casidaper un sistemain
cui I'Hamiltoniana non commuta con lo l'operatore S,

Rispetto al casostudiato da Casidadovremo ora tenerein considerazione
un'importanti di erenza dovuta al fatto che avremo a che fare ma con degli
spinori. Poiche infatti gli spinori sonograndezzeintrinsecamerte complesse
(per vederequestoe su cien te provare a scrivere gli autostati delle matrici
di Pauli) non sara in alcun modo valida la relazione

n( ) m(rs )= a(rs ) W(rs) (6.52)

e come conseguenzda matrice del kernel nello spaziodegli stati non avra
piu quelle simmetrie che abbiamo utilizzato per giungerealla formulazione
della matrice  (6.27). Come nel casoprecedete dunque lo sviluppo della
teoria dovra partire dall'equazione(6.22) e dunque una possibilesoluzionee
nuovamerte quelladi lavorarein TDA (Tamm-Danco Approximation).

Un'ultima breve considerazionesulleregoledi selezioneer il casonon col-
lineare. Poiche a determinarele regoledi selezionee la perturbazioneesterna,
le regoledi selezionesarannoidertiche a quelle sin qui trovate per i sistemi
collineari. La non collinearita non porta da questo punto di vista niente di
nuovo senon forse che perdein e etti di sensoconsiderarela consenazione
della componerte z dello spin.



Capitolo 7

Risultati

7.1 La molecola di BeH

7.1.1 Calcoli esequiti

Comegia detto nell'introduzione, il lavoro di questatesi e stato focalizzatosu
una modi ca dell'implemertazione del formalismo di Casidaper la TDDFT
all'interno del software ABINIT [14]che permettessdli studiare anche sistemi
a shell aperta e shilanciati in spin.

Prima di utilizzare il programma per lo studio di un sistemacon stato
fondameriale a spin polarizzato abbiamoeseguitoalcuni test sudi un sistema
che non presettia e etti di polarizzazionerispetto allo spin. A questoscom
abbiamocalcolatoconil nostro programma(14] lo spettro di eccitazionedella
molecolaN, utilizzando prima I'opzione nsppol= 1, in modo che il software
utilizzassel'implementazione gia presette edinseguitoconl'opzione nsppol =
2 in modo che il software utilizzassela nuova implemertazione includendoin
modo separatogli stati a spin up e quelli a spin down.

Tutti i test hannodato gli stessirisultati per lo spettro di eccitazionedel
sistema. Abbiamo dunque decisodi proseguireil nostro lavoro cercandodi
studiare un sistemache preseriti stato fondamertale spin-polarizzato.

7.1.2 Presentazione della molecola

La scelta di utilizzare questa molecolaper testare il nostro programma e
motivata dal fatto che questae la molecolapiu sempliceche abbiamotrovato
a presemare un ground-state a spin polarizzato e dal fatto che di questa
molecolaabbiamo a disposizionedati sperimertali [20] e dati teorici ottenuti
nell'ambito dello stessoformalismo con cui confrortarci [16, 17].



7.1 La molecola di BeH 84

spin up Spin down
vacuum
1p -1.59 e\
2.34 eV 1p
3s -2.83 eV
a63ev LA 3
8.35 oV ? 2s 2s ¢ -7.99 eV

Figura 7.1: Sdema degli autovalori di KS per il BeH calcolati con il
programmaABINIT (DFT, approssimaziond.SDA). Risultati ottenuti per
acell=50 50 50Bohr, ecut=10 Ha, nband=50. Per la classi cazionedegli
stati si vedal'appendiceA.

Per lo studio dello spettro di eccitazionesiamopartiti dal dato sperimen-
tale per la distanza d'equilibrio tra i dueioni della referenza[20] e abbiamo
lanciato il programmaABINIT in due step successivi:un primo stepin cui
vengonocalcolati in modo auto-consistete le funzioni d'onda degli stati oc-
cupati della molecolae un secondostep in cui vengono calcolate andhe le
funzioni d'onda degli stati non occupati, viene costruita la matrice e viene
diagonalizzatala matrice stessa.

Lo sthemaper lo stato fondamenale della molecolache abbiamo ottenuto
e 2 23 % non comparequi lo stato 1 poiche il nostro programma lavora
solo con gli elettroni di valenza,inglobandogli elettroni di corein un pseu-
dopotenziale[14]. Il diagrammacompletodegli autovalori di KS ottenuto dal
secondostep e rappresemato in gura 7.1.
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Figura 7.2: E etti di taglia (L=lato dela supercella) sugli autovalori di KS.
Energiadi cut-o, ecut=10 Hartree

Abbiamo dueseriedi erenti di autovalori per gli elettroni a spinup e quel-
li a spin down poiche il sistemae spin polarizzato. Dallo schemarip ortato in
gura p033|am0|n|2|are ad analizzareinnanzi tutto I'energiadi ionizzazione
del sistema, ,ouo = 4:63eV, interpretando cometale I'energia dell'ulti-
mo stato occupatoriferita al livello di vuoto. Vediamoche questovalore e di
molto inferiore al valoresperimertale, oo = 8:21eV [20], main perfetto
accordocon il valore riportato da Casida, ‘I‘-|OM o = 460eV [16]. Vedre-
mo come questo errore, dovuto all'inadeguatezzadel potenziale di scanbio
e correlazioneLDA, si tradurra nell'impossibilita di individuare alcune delle
eccitazionidella molecola.

7.1.3 Convergenza per gli orbitali di KS

Comeprima cosastudiamoil comportamento degli autovalori di KS la variare
di due parametri: le dimensioni della supercella e I'energia di cut-o che
de nisce la basedi onde piane. Preseriamo innanzi tutto il gra co con la
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Figura 7.3: Ingrandimerto della regionevicino al livello O eV dell'energia
della gura 7.2

corvergenzadei risultati rispetto alle dimensionidella supercella(g. 7.2).
Abbiamo messoin gra co il variare dell'autoenergiadi KS rispetto a 1=L2
poiche in questomodo siamoin grado di individuare gli stati di vuoto. Uno
stato di vuoto e infatti caratterizzato da un'energiadel tip o
hzkf

i om (7.1)
dove m e la massadell'elettrone, j l'indice del livello eccitato e k e il vettore
d'onda che, all'interno di una celladi dimensioni nite, valek; = 2K = ZL—’
per j vettore a componerti intere, e quindi I'energia di uno stato di vuoto
risulta

_ 4 2h2j2

T 2mL?
da cui vediamoche gli stati di vuoto possonoessereandividuati comequegli
stati che hanno una dipendenzadi tip o lineare dal quadrato dell'inversodel
lato della supercella. Nel graco (g. 7.2) possiamocos individuare come

(7.2)
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Figura 7.4: Gra co di corvergenzapr le auto-energiedi KS rispetto al valore
del cut-o sull'energia

stati di vuoto tutti quegli stati che abbiamo rappresemato in blu. Questo
diagramma giusti ca la rappresemazione fatta dello sthema dei livelli ( g.
7.1), ein particolare permette di individuare il livello di vuoto comeil valore
a cui tendonotali stati (g. 7.3) e cheverra presocomeO di riferimento della
scaladi energie.

Individuati gli stati di vuoto dalgra co (g. 7.2)possiamanvice osserare
comegli altri stati, che chiameremostati di valenzaper distinguerli dagli stati
di vuoto, corvergonorapidamerte rispetto alle dimensioni della supercella.
Allo stessamodo possiamoosserarenelgra co (g. 7.4) comela convergenza
sia stata raggiunta anche per I'energiadi cut-o del sistema.

7.2 Analisi dei dati

7.2.1 Confron to con i risultati otten uti da Casida

Swlti i test di corvergenzaper lo studio delle autoenergiedi KS possiamo
passareallo studio delle energiedi eccitazioneottenute diagonalizzandola
matrice di Casida(6.30) e confrortare i risultati ottenuti con quelli a nostra
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Tipo | eccitaz. TDLD A TDLDA | Presene || Calcoli | Dati
eccit. | principale Gaussian03| DeMon2k | Lavoro || Quarnt. | sper.
[17] [17] [17] TDDFT | Chem. | [20]
[19
3 >1 " |2.3657 2.2479 2.40 2.56 2.48
3 >4 " |4.6633 4.5103 4.52 5.51
3 >5 " |4.7576 4.6300 4.69 5.61
3 >2 " 48451 4.7047 4.80 6.31 6.31
2 >3 # |51318 4.8049 ok 6.12
2 >1 "#]5.6338 5.1685 5.65 6.74 6.7
3 >6 " |56414 5.4803 whkk 6.71 6.7
6.77 6.7
6.71
7.02
7.27 7.28

Tabella7.1: Confronto deidati riportati conalcunivalori teorici di riferimento
e dati sperimertali

disposizione.Negli articoli [16, 17] sonorip ortate almenole prime sette ener-
giedi eccitazioneein particolare nellavoro [17]possiamdrovarela transizione
principale di KS asseiata ad ogni eccitazione(tab. 7.1)

Facendoriferimento a questi dati possiamoscegliere,tra le eccitazioni
che troviamo nel nostro le di output le stesseriportate da Casida, ovvero
quelle a cui e asseiata la stessatransizione di KS riportata nella referenza,
ottenendocos i risultati riportati nellatabella (7.1). Vediamo che I'accordo
coni dati riportati da Casida e ottimo, unica eccezionee costituita dalle
eccitazioniche coinvolgonola transizione2 > 3 # che nei nostri calcoli,
peri parametri indicati in tabella (tab. 7.1) risulta di di cile individuazione
e che per il momerto non riportiamo. L'accordo non e invece altrettanto
buono seconfrortato coni valori teorici di riferimento, tratti da un lavoro di
|.D. Petsalakis[19 (valori teorici presicomeriferimento da Casidanei lavori
[16, 17]) e con alcuni dati sperimertali [20].

Analizzandole eccitazioniottenute confrortando i dati conquelli rip ortati
da Casidaabbiamo pero trascurato di consideraredue fatti:

1. L'approssimazioneLDA e responsabiledella sottostima dell'energiadi
legamedei livelli molecolarioccupati rispetto al livello di vuoto.

2. L'approssimazioneadiabatica,comediscussanel capitoloin cui abbiamo
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Figura 7.5: Corvergenzadelle energiedi eccitazione TDDFT rispetto alle
dimensionidella supercella

presenato la teoria di Casida,dovrebbe impedirci di ottenere,in lineadi
principio, alcunedelle eccitazionidel sistemae tra le eccitazionitrovate
saremocostretti a scartarequelle per le quali lo spin totale del sistema
non viene conserato.

La prima di questedue considerazionici porta a studiare nuovamerte |l
problemadegli stati di vuoto gia presenato per gli autovalori di KS e vedere
comequestosi riscortri nello studio delle energiedi eccitazionein TDDFT.
Guardandola gura 7.5possiamoossenrare che le eccitazioniche coinvolgono
stati conenergiasuperioreallo stato 4 presertano un andamerno fortemerte
sensibilealle dimensionidella supercellae possonadunqueesserenterpretate
comeeccitazioniversostati di vuoto.

Come in precedenzapossiamostudiare I'andamerto delle energiedi ec-
citazione rispetto alla grandezzal=L? per mettere in evidenzagli stati di
vuoto. Nello spettro compaionodelle seriedi erenti di energiedi eccitazione
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Figura 7.6: Graci di cornvergenzadelle energiedi eccitazioneversostati di
vuoto rispetto alle dimensionidella supercella.

a secondadi quale sia lo stato di partenza da cui l'elettrone viene eccitato
versostati di valenzae di vuoto (g. 7.6,7.7).

Decidiamo quindi di scartaretutte le eccitazionifortemerte sensibili alle
condizioni al cortorno e, per lo stessomotivo, di non considerarele eccitazio-
ni che coinvolgono lo stato 4 , poiche andhe quest'ultimo, pur presemando
un‘autoenergianegativa, ha un comportamerto molto piu simile a uno stato
di vuoto (7.3) che non ad uno stato di valenzd. La sceltadi scartarele ec-
citazioni versostati di vuoto vienein particolare fatta in accordoconi dati
presemnati nel lavoro [18] per lo studio della molecolaN,. In tale lavoro infat-
ti viene mostrato comel'approssimazioneLDA sia responsabile,a causadel
non corretto andamerto asirtotico del potenzialedi scanbio e correlazione,
di uno spostamerto versol'alto e dunqueversoil vuoto di tutti i livelli di va-
lenza. In questomodo si ha la comparsadi una seriedi eccitazioniversostati

YIn proposito a questa considerazionepossiamoanche ossenare la serie di immagini,
che rappresertano gli orbitali di KS in spazioreale,ra gurate nella parte nale di questo
capitolo da cui e possibile ossenare nuovamerte comelo stato 4 abbia un comportamento
di erente dagli altri orbitali di valenzae molto piu simile ad uno stato di vuoto.
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Figura 7.7: Graci di cornvergenzadelle energiedi eccitazioneversostati di
vuoto rispetto alle dimensionidella supercella.

di vuoto che scompaionostudiandoil sistemacon un potenzialeche preset
un andamerto asirtotico corretto e che quindi l'autrice individua comenon
siche.

La secondadelle considerazionici porta a guardarein modo piu dettaglia-
to le eccitazioninon sensibilialle condizionial cortorno e a cercareun metodo
per individuare quali di questesianoda scartare. A questoscop scriviamo
la tabella con le nostre eccitazioni(7.2)2. Comegia detto scartiamotutte le
eccitazioniversolo stato 4 . Guardandoalle altre vediamoche quellechein-
cortrerebberoil problemadescritto nel capitolo precedete sonole eccitazioni
in cui abbiamo 3 stati parzialmerte occupati. Osserviamocome per questo
tip o di eccitazionene compaionosempredue che presemano lo stessatip o di
occupazionedegli orbitali spaziali. Di questedue dunque,immaginiamo che
una sara l'eccitazioneversouno stato con spin totale maggioree l'altra I'ec-
citazione versouno stato con spin totale S = 1=2 comelo stato fondameriale

2 Abbiamo scelto di lavorare con una supercelladi dimensioni maggiori poiche in questo
modo siamo anche in gradi di ottenere I'eccitazione 2 13 2 che con questi parametri e piu
facilmente individuabile.
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Eccitazione | energia | eccitazione | Con gurazione | Contributo
TDDFT | principale elettronica dell'eccitazione
spaziale principale
2.40 311 " 221t 99%
5.54 21 3 # (2132 96%
5.66 2 11 "y (213111 99%
7.14 2 11 "y (213111 97%

Tabella 7.2: Sthhemacompleto delle eccitazionia cornvergenza,le eccitazioni
sonostate scelteosserandoi graci (g. 7.5,7.6,7.7)| parametri deirisultati
riportati sonoecut 10 Hartree, nband 50, acell 70 70 70Bohr

del sistemautilizzando il fatto che S = 0; 1 erifacendcci a quarto detto nel
capitolo precedete.

Ci adiamo ora alla regoladi Hund ed individuiamo I'eccitazionea spin
maggiore,cioe quella che vogliamo scartare,comequella ad energiaminore e
dunquetra le due eccitazioni = 5:657e = 7:145scegliamodi assegnare
alla secondaS = 1=2.

Osserviamoche, riguardo ai due problemi segnalati, Casidasenbra igno-
rare il primo, probabilmerte poiche lavorando con una baselocalizzata non
e in gradi di distinguere stati di vuoto da stati di valenz&. Per il secondo
inveceelabora un modo molto piu ra nato di quelloda me propostoin questo
lavoro (facendoriferimento alla regoladi Hund) e chiamato \contaminazione
di spin” [17]. Guardando proprio allo studio di tale parametroin e etti, tra
le eccitazionida lui scelte,individua come maggiormarie \contaminata" la
stessache noi abbiamo scartato supponendofossea spin maggiore.

7.2.2 Altri test di convergenza

Abbiamo riportato i test di corvergenzafatti peril computodelle autoenergie
di KS e quindi lo studio delle energiedi eccitazionerispetto alle dimensioni
della supercella. Anche per I'analisi delle eccitazionidel sistemasosnostati
fatti dei test rispetto all'energiadi cut-o e rispetto ad un nuovo parametro,
il numero di stati considerati per la costruzione della matrice , che nel
computo dello stato fondamernale del sistemanon compariva. Dai gra ci ( g.
7.8) possiamoosserare comei risultati siano a corvergenzaper ertrambi i

3Nella referenza[16] Casidaindividua in realta il problema e cercadi correggerlostu-
diando le energiedi eccitazioneottenute grazie ad un potenziale con andamerto asintotico
corretto. Tale studio non viene poi piu menzionato nella referenzasucessia [17].



7.3 Considerazioni nali 93

(a) TDDFT: cornvergenzarispetto a ecut (b) Particolare del gra co (a)
(c) TDDFT: convergenzarisetto al numero (d) Particolare del gra co (c)
di stati

Figura 7.8: Testdi corvergenzaper le energiedi eccitazionerispetto all'ener-
giadi cut-o perla basedi ondepianeerispetto al numerodi stati considerati
per la costruzionedella matrice

parametri. La dimensionedella supercellaresta, dal nostro punto di vista,
il paramertiro piu importante per gli studi di corvergenzadelle energiedi
eccitazionenell'ambito della TDDFT, soprattutto per l'individuazione degli
stati di vuoto.

7.3 Considerazioni nali

Riportiamo ora una tabella in cui confrortiamo le eccitazioni considerate
valide coni dati di riferimento nella tabella (7.3)
Segnaliamoche lo scegliereper un valore ottenuto una determinata ec-



7.3 Considerazioni nali 94

Eccitazione || Dati Dati Presenie | Calcoli
sperim. [16] | sperim. [20] || lavoro quartum
chem. [19]
2.484 2.48 2.40 2.56
5.54 5.51
5.61
6.12
6.317 6.31 6.31
6.7 6.71
6.7 6.74
6.7 6.77
6.71
7.02
7.460 7.28 7.14 7.27

Tabella 7.3: Raronto tra le energiedi eccitazione(in eV) ottenute nel
preserte lavoro con dati sperimertali e teorici preseti in letteratura.

citazione sia stato fatto in modo arbitrario, non avendo questavolta alcuna
indicazionesul tip o di eccitazione,salw la distinzione , . Senbra conmun-
gue promettente I'ottimo accordoche in questomodo riusciamo ad ottenere
coni valori di riferimento conuna di erenza media, per le 3 eccitazionicalco-
late, di circa 0.1-0.2eV. Uno shemariassurtiv o dei risultati ottenuti ein ne

riprodotto nella gura (g 7.9)

Concludiamol'analisi dei dati sottolineandocomenel lavoro swlto le due
approssimazioneseguite 'approssimaziond_DA (e quindi I'errato andamen-
to del potenzialedi scanbio e correlazionenellaregioneasirtotica) peril com-
puto dello stato fondamenale e I'approssimazioneadiabatica per il computo
del kernel hanno portato comeconseguenzal fatto che non siamoin grado
di individuare la maggior parte delle eccitazionidel sistema. Sui tentativi di
migliorare I'approssimazioneLDA abbiamo visto come una soluzioneviene
presemata in particolare nella referenza[18] o come un approccio possibile
sia quello di utilizzare I'equazionedi Sham-Sabluter presenata all'interno di
guestatesi (4.24). Tale problemariteniamo sia stato gia studiato in molte al-
tre occasioninel computo dello stato fondamernale di di erenti sistemie ben
delineato. Dal nostro punto di vista crediamopossaesserain obiettivo di non
sostanzialedi colt a implemertare una delle possibili soluzioniall'interno del
software utilizzato [14].

Il problemadel miglioramerto dell'approssimazioneadiabaticainvecee ad
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LSDA TDLSDA  Quantum chem.Val. Sperimentali

7.27 eV
714ev P .o ———— 4P —1.28eV. p
o 7.02eV. g
6.74 e\ 877V %B 1S }g .
6.40 eV 6.71eV 5S ~6.7 eV Y
6.31eV 2p =)
601ev . 45 6.31eV
. 6.12 eV
. 565eV P
o ,5,6,5,? __ 5.61 eV 3S
B R o
B 5lev
5166V . 554eV S 55le
2.56 eV
240ev P 1P 248V p

2.29 eV

Figura 7.9: Ra ron to delle energiedi eccitazionecalcolatecomedi erenze tra
autoenergiedi KS (ordine zerodellanostrateoria), comeenergiedi eccitazione
in TDDFT (approssimaziond SDA/TDLSD A) e valori teorici e sperimertali
preseni in letteratura [16, 20]. L'eccitazione che rappresetiamo in modo
tratteggiato e quella che abbiamoindividuato comeda scartare.

oggi uno degli argomerti di cui si occupa attivamerte la ricerca. Abbiamo
dunque sceltodi mostrare, nel prossimocapitolo, un possibileapproccio che
permettereble di giungerealla soluzionedi tale di colt a e chevieneillustrato
nelle referenze[8, 9]. Dal nostro punto di vista I'implementazione di questa
soluzione,o di altre possibiliforme dipenderti dalla frequenzadel kerneldella
TDDFT, restaunas da di maggioredi colt a.
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(a) spin:", isosuper cie a 10 Bohr 372 (b) spin#, isosuper cie 10 Bohr 372
(c) spin:", isosuper cie 1 Bohr 372 (d) spin#, isosuper cie 1 Bohr 372
(e) spin:", isosuger cie 0:1 Bohr 32 (f) spin:#, isosuper cie 0:1 Bohr 372

Figura 7.10: Stato 2 ; Questaseriedi gure, cos come quelle delle pagie-
ne successi®, mostranodi erenti isosuper ci della parte reale delle funzioni
d'onda (la parte immaginaria e nulla). E possibile notare la di erenza tra
gli stati che abbiamointerpretato comedi valenza(2 ,3 e4 ) rispetto agli
stati di vuoto. In particolare le funzioni d'onda di valenzasonolocalizzate
nei pressidegli atomi, mertre gli stati di vuoto risertono delle condizioni al
cortorno. Tutte le immagini sonorealizzate con una supercellacubicadi 30
Bohr di lato
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(a) spin:", isosuper cie 5 Bohr 372 (b) spin#, isosuper cie 5 Bohr 372
(c) spin, isosuper cie  0:2 Bohr 372 (d) spin#, isosuper cie  0:2 Bohr 372

(e) spin:", isosuper cie 0:2 Bohr 372

(9) spin:", isosuger cie 5 Bohr 372

(f) spin#, isosuper cie 0:2 Bohr 372

(h) spin#, isosuper cie 5 Bohr 372

Figura 7.11: Stato 3
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(a) spin:", isosuper cie 5 Bohr 372 (b) spin#, isosuper cie 5 Bohr 372
(c) spin, isosuper cie  0:5 Bohr 372 (d) spin#, isosuper cie  0:5 Bohr 372

(e) spin:", isosuper cie 0:5 Bohr 372

(9) spin:", isosuger cie 5 Bohr 372

(f) spin#, isosuper cie 0:5 Bohr 372

(h) spin#, isosuper cie 5 Bohr 372

Figura 7.12: Stato 1
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(a) isosuper cie 3 Bohr 372

(c) isosuper cie 0:7 Bohr 372

(e) isosuper cie 1 Bohr 372

(9) isosuper cie 1:6 Bohr 372

(b) isosuper cie 0 Bohr 372

(d) isosuper cie 0:8 Bohr 372

(f) isosuper cie 1:2 Bohr 372

(h) isosuper cie 1:8 Bohr 372

Figura 7.13: Stato 4 ", questostato pur presemando autoenergianegativa
apparesensibilealle condizioni al cortorno con un comportamerto simile ad

uno stato di vuoto.
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(a) isosuper cie 1 Bohr 372

(c) isosuper cie 0:8 Bohr 372

(e) isosuper cie 1:1 Bohr 32

(9) isosuper cie 1:3 Bohr 372

(b) isosuper cie 0:7 Bohr 372

(d) isosuper cie 1 Bohr 372

(f) isosuper cie 1:2 Bohr 372

(h) isosuper cie 1:5 Bohr 372

Figura 7.14: Stato 4 #, vediil commerto per la seriedi immagini dello stato

4 ",
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(a) isosuper cie 3 Bohr 372 (b) isosuper cie 1 Bohr 372
(c) isosuper cie  0:6 Bohr 372 (d) isosuper cie 0:6 Bohr 372
(e) isosuper cie 1:2 Bohr 32 (f) isosuper cie 1:4 Bohr 372

(g) isosuper cie 2 Bohr 372

Figura 7.15: Stato 5 ", esempiodel comportamerto di uno sato di vuoto.
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7.4 Il kernel della TDDFT

7.4.1 Intro duzione

Nella presene sezionepreseneremo quello che e un possibile approccio per

superarele di colt a da noi incortrate nell'ambito dell'approssimazioneadia-

batica per il kernel della TDDFT. Tale approccio e esppsto nelle referenze
[9, 8] e nascedal tentativo di scrivere un kernel a due punti per la teoria

MBPT. Esporremo qui solo la formulazione esatta poiche siamo semplice-
merte interessatia mostrare comesia possibile superare le di colt a da noi

incortrate e non a swlgerecalcoli espliciti.

7.4.2 Un kernel a due punti per la teoria molti corpi

Vogliamo cercaredi formulare un‘equazioneche leghiil kerneldella TDDFT
conil kerneldella MBPT in modo analogoa quarto fatto per il potenziale
di scanbio e correlazionee la self energia, eq. (4.24), per la teoria dello
stato fondamerale. A dierenza di quarnto fatto in quest'ultimo caso,in
cui si considerala self-energiaesatta del sistemaper ottenere il potenziale,
la grandezzamany-body che verra presain considerazionenon sarma il kernel
dell’equazionedi Bethe-Salpeter ma una suaversionea due punti.

Per ottenere tale kernel ripartiamo da quanto mostrato nel capitolo 5
nella costruzione dell'equazionedi Bethe-Salgeter. In particolare ripartia-
mo dell'equazione(5.11), questavolta pero lavoriamo con la polarizzazione
irriducibile

’(1,2) = G(1;2)G(2; 1)+
?(3;4)

G(1;3)G(L; 4)m

G(5;7)G(6;8)7(7;8;2) . (7.3)

Come abbiamo gia visto tentare di costruire un‘equazionedi Dyson a
partire da questasi incortrano di colt a legate con il fatto che il kernel e
una grandezzaa quattro punti. D'altra parte nel capitolo sulle eccitazio-
ni abbiamo rinunciato al tentativo di cortinuare a lavorare con grandezze
a due punti poiche abbiamo individuato I'imp ortanza sica dell'interazione
particella-bucain tale ambito.

Cercandoinvecedi lavorare comunquecongrandezzea due punti possiamo
de nire l'ordine zero della polarizzabilita come (1;2) = G(1;2)G(2;1) e
riscrivere'equazionemoltiplicando l'ultimo termine per o(1;19 ,*(3;19 =
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(1; 3) ottenendo:

12)= o122+ oL1) (7(319G(3:4)G(3%5)

’(4,5)

G(6;7)

Comein precedenzaconsideriamol'equazionedi Hedin per il vertice (3.65)
che pero riscriviamo utilizzando le regoledi derivazionea catena

G(6;8)G(7;9)7(8;9;2) . (7.4)

oy . . ’(2;3)
T 23)=  (1;2) (1;3)+ v -
= (L2) (L3)+ ‘23 @4 '
' ’ @) V(@)

Utilizzando in ne la de nizione di funzione risposta possiamoscrivere un'e-
guazionedi tip o Dyson per la polarizzazioneridotta a due punti

L2)= oL+ o3 (34) (42 (7.6)
dove abbiamode nito il kernel dell'equazioneusandola notazionedella refe-
renza[9]

(45)

eff ; 1
f7(1:2)= i ,%(1;3)G(3;4)G(5; 3) &

(7.7)

7.4.3 Un kernel per la TDDFT

Il kernel f &" viene costruito nella MBPT per cercaredi ottenere un‘appros-
simazionesuccessia a quella GW che possaesseranclusacomegrandezzaa
duepunti [8, 9]. Un'altra importante applicazionerisulta pero dal fatto cheil
kernel ottenuto puo essereutilizzato per ottenereil kernelf,. della TDDFT
in modo esatto, almenoin linea di principio [8].

Per vedere questo partiamo nuovamerte dall’equazionedi Dyson per la
funzionedi Green(3.41) scrivendola selfenergiacompletacome , = Vy+ 7
e quindi il potenzialedi Hartree comeVy = Vks V!

G(1;2) = Go(1;2) + Go(1;3) ( (B M (vks(@) V@) + 7(3:4)G(42)
(7.8)
scriviamo quindi la corrispondernte equazioneper la funzioneG 1!
G M1,2)= G(1;2) (1;,2)(vks(2) ve(2) 1,2 (7.9)
e deriviamo rispetto alla, usandoil fatto che la variazionedella funzioneG,*
e nulla:
G (1,2) _
3)

’(1;2)
(3)

Vks(2)  ke(2)
) )

(1;2)( ) (7.10)
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Moltiplic hiamo quindi I'espressioneisultante per iG(4;1)G(2;4") e usiamo
la relazione(3.54) e le de nizioni di o, s efg’ ottenendo:

’(1,2)
(3)

In ne raccogliamola funzione o e usiamola de nizione introdotta di f &'
ottenendocos una relazioneesattatra il kerneldella TDDFT ef &ff:

B4 = o42)( ¢s(23) fx(2:3)) IG(41)G(2;4") - (7.11)

fre(;2)=  s(L2)  LHL2) +fI7(L2) . (7.12)

Poiche siamo interessati alla correzione all'approssimazioneadiabatica
dobbiamoora applicarela trasformata di Fourier all'equazionescritta. Omet-
tendo per semplicita di notazionegli indice delle variabili spaziali otteniamo

fre(P) = 5(1) M) +EET() . (7.13)

Quella appena scritta e un'equazioneesatta per il kernel della TDDFT che
puo esserautilizzata per superarel'approssimazioneadiabaticautilizzata nel-
'ambito di questatesi.



Conclusioni

Il computo dello spettro di eccitazionee degli stati eccitati di un sistema
sico tramite l'utilizzo di software numerico richiede una quartit a di risorse
molto maggioridi quellenecessariger calcolidi stato fondamernale [7]. Nella
preseite tesi e stato utilizzato un approccio che da questopunto di vista si e
rivelato piuttosto agile, perlomenoper i test eseguiti,che sonostati lanciati
su di un singolo calcolatore e che nel peggioredei casi hanno richiesto un
tempo di calcolodi qualde ora. | risultati crediamosianoincoraggiarni, ma
la teoria necessitaancoraulteriori sviluppi.

L'analisi del formalismo di Casidamette in luce comeil computo dell'e-
nergiadi stato fondamenale e degli autovalori di Kohn e Shampossaessere
legato alle energiedi eccitazionedel sistemapresoin considerazione.L'uti-
lizzo di tale formalismo evidenziacomelo spettro di eccitazionedel sistema
sia ottenuto a partire dalla di erenza tra le autoenergiedi Kohn e Shamtra-
mite due correzioni: la prima dovuta al kernel della TDDFT e quindi agli
e etti di campo medio e di scanbio e correlazione,la secondadovuta al mix
tra le transizioni di Kohn e Sham necessariqoer rispettare le simmetrie di
spin del sistema. Questo secondopunto, in particolare, delineala di eren-
za principale tra sistemia spin equilibrato e sistemi con stato fondamernale
spin-polarizzato.

Abbiamo messan evidenzaquali sianoallo stato attuale dell'arte i limiti
di questotip o di approccio legati alle approssimazionieseguite.lnnanzi tutto
I'approssimazioneLDA per il computo dello stato fondamernale del sistema
porta ad un errore nella stima dell'energiadegli stati occupatorispetto al li-
vello di vuoto e comeconseguenzall'imp ossibilita di individuare alcunedelle
eccitazioni del sistema. Il problema era gia stato riscortrato in letteratura
[18, 16] e in particolare e dovuto al non corretto andamerto del potenziale
di scanbio e correlazionenella regioneasirtotica. Una possibilesoluzionee
qguella di utilizzare un potenzialedi scanbio e correlazionericavato a partire
dalla MBPT, soluzionepresettata nel Capitolo 4, equaziong4.24); semprein
letteratura possiamotrovare calcoli TDDFT eseguiticon un potenziale cor-
retto [18]. Rispetto ai calcoli trovati in letteratura, in cui il computo degli
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stati viene eseguitocon software che sviluppano le funzioni d'onda su una
basedi orbitali localizzate,il lavoro della preserte tesi e pero stato realizzato
lavorando con un codice a onde piane, il che ha permessadi individuare in
modo piu chiaro, dal punto di vista dell'autore, la presenzadi stati di vuoto.

Il secondoproblema e invecelegato all'approssimazioneadiabatica per il
kernel di scanbio e correlazioneper il computo degli stati eccitati. Questo
tip o di approssimazionanfatti distrugge la simmetria di spin nel casodi un
sistemacon stato fondamenale spin-polarizzato e porta come conseguenza
alla mancanzadi alcune eccitazioni e alla comparsadi eccitazioni che non
presemano la corretta simmetria di spin. Nell'ambito di questatesi abbiamo
proposto, per lo spettro calcolato, un criterio che ci permetta di individuare
guali sianole energiedi eccitazionesoggettea tale problemae nellaparte na-
le, equazione(7.13), abbiamoillustrato una possibilesoluzioneper superare
il problemaincontrato partendo dal kernel dell'equazionedi Bethe-Salgeter.
Rispetto all'approssimazionelLDA, la correzionedell'approssimazioneadia-
batica e uno degli argomerti di cui si occupa attivamerte la ricerca e, a
nostra conoscenzanon sono ancora stati eseguiti calcoli teorici su sistemi
isolati in cui i problemi connessiall'applicazione di tale approssimazioneai
sistemi spin-polarizzati sianostati superati consuccessoln letteratura viene
conmunque proposto un metodo per individuare le eccitazioni che non pre-
sertano la corretta simmetria di spin [17]. Semprein letteratura e possibile
trovare punti di partenza alternativi a quello da noi proposto per superare
tale approssimaziond13].

All'in terno di questatesi e stato in ne mostrato comeil formalismo di
Casida dovrebbe esseremodi cato per lo studio di sistemi con stato fonda-
mertale spin polarizzato, polarizzazionenon collineare,e per lo studio di una
perturbazionedi carattere piu generaledi quellaconsideratada Casida(parte
conclusia del Capitolo 6).



L'univ erso Nano quanta

Il lavoro della preserte tesi e stato realizzato grazie al supporto che mi e
stato dato da molte personeche fanno parte del Nanoquanta Network of
exellene [22]. L'esperienzadi quest'annodi lavoro mi ha permessanfatti
di conoscerealmenoin parte, la realta della ricerca all'interno di di erenti
universita europeee grazieal mio relatore, il prof. Giovanni Onida, sonostato
messoin cortatto con di erenti progetti di livello europeo e anche mondiale
che sonoalla basedel mondo stessodella ricerca.

Innanzi tutto il progetto Nanoquarta appurto, progetto fondato nell'am-
bito del\Sixth Framework Programme" della Comunita Europeae che coin-
volge dieci certri di ricercadislocati in sette stati del'Unione Europea. Sono
veruto in cortatto con questo progetto soprattutto partecipando,in qualita
di spettatore, al \Nanoquarta Workshop" tenutosi a Hou alize (Belgium)
nel settenbre 2006, dove ho potuto assisterealla preserazione di numerosi
articoli e lavori di ricercatra i quali quello dello stessoprof. Mark Casida,
autore del formalismo che e stato studiato all'interno di questatesi*. Quindi
il progetto \ETSF" (European Theoretical Spectroscoy Facility [23]), che
potremmo de nire il futuro del progetto Nanoquarta e che si pone come
obiettivo quello di sviluppare una seriedi strumerti teorici e sperimertali, al-
l'interno dei certri di ricercache ne fanno parte, che permettanodi descriere
le proprieta spettroscopidie e non solodi un qualsiasimateriale.

Grande importanza hanno rivestito inoltre per questatesi, cos comela
rivestono per la comunita scierti ca, i software open sources,che vengono
sviluppati e condivisi gratuitamente®, tra i quali Linux [24], che costituisceil
sistemaoperativo sul quale ho costartemerte lavorato e sul qualefunzionain
particolare Abinit [14]. Quest'ultimo e un software che permette di realizzare
calcoli di struttura della materia di di erente tipo e costituisce appurto |l

4Grazie ai contatti con lo stessoCasida e stato possibile ottenere un preprint del lavoro
che egli sta attualmente swolgendoe che abbiamo quindi utilizzato per un confronto coni
risultati della presene tesi.

SE pensareche Bill Gates e diventato uno degli uomini piu ricchi del modo vendendo
un prodotto di cui esisteuna valida alternativa distribuita in modo gratuito!
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codice a cui ho in parte lavorato e che mi ha permessadi ottenerei risultati
che sonoriportati all'interno di questatesi. In particolare ho partecipato,
comesviluppatore, al WorkshopAbinit tenutosi a Lige (Belgium) nel Gennaio
2007 mostrando durante una breve presemazione orale le modi ¢ he da me
implementate nel programmae soprattutto venendoa cortatto conuna parte
della conunita mondiale degli sviluppatori e degli utenti del programma.

Un punto di riferimento importante e stato in ne costituito dai professori
Xavier Gonze, leader del progetto Abinit, e Gian-Marco Rignanesecon i
guali ho lavorato per circa cinque mesia Louvain la Neuwe (Belgium) grazie
al sostegnadel progetto Erasnus che ha permessadl mio soggiornoall'estero
mettendoin cortatto I'Univ ersita degli Studi di Milano conL'UCL (Universit
Catholique de Louvain), al corntributo economicodel progetto CNISM, che
ha sostemto il presere progetto di ricerca e in ne, nuovamerte, al prof.
Giovanni Onida che mi ha messoin cortatto con l'universita del Belgio.
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App endice A

Descrizione di molecole
biatomic he

A.1 Classi cazione degli orbitali molecolari

Gli autostati elettronici di una qualsiasimolecolanon possonoessereclassi-
cati sulla basedel valore del momerto angolaretotale, in modo analogoa
guarno viene fatto per gli atomi isolati, poiche il campo a cui sonosoggetti
gli elettoni non gode di simmetria certrale e dunqueil momerto angolarenon
e una grandezzaconsenata del sistema. Per le molecolelineari in generalee
biatomiche in particolare e pero conserata la proiezionedel momerio ango-
lare lungo I'asseche uniscei due atomi; gli stati elettronici possonodunque
essereclassi cati in basea questaproiezione: m,. Nelle molecolecomenegli
atomi vengonoutilizzati comeriferimento gli orbitali a particella singola,an-
che quandola molecolapresema un numero superiore ad 1 di elettroni. Tale
situazioneri ette ande I'impiego di autofunzioni a particella singola nello
sthemateorico della DFT, Kohn e Sham(sistemaausiliario non interagerte),
e nello schhemadelle teorie di campo medio (Hartree e Hartee-Fock).

Vengonodunque classi cati come orbitali di tipo quegli orbitali che
hanno proiezionedel momerno angolarenulla, orbitali di tipo gli orbitali
con proiezionem, = 1, orbitali  quegli orbitali con proiezionem, = 2;
raramerte vengonoconsiderativalori maggiori della proiezionedel momerto
angolare[4]. Osserviamoche tutti gli stati con momerto angolareO avranno
degeneraziongari ad 1, mertre tutti gli altri stati sonodoppiamerne degeneri
in assenzali campi magnetici.
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A.2 Classi cazione delle eccitazioni molecola-
ri

Per quanto concernela classi cazionedelle eccitazionia molti elettroni per
molecolebiatomiche esseverrano di conseguenzandicate in baseal valore
della proiezionedel momerio angolaretotale dello stato nale. Poiche quasi
per la maggior parte delle molecolelo stato fondamenale preseta m, = Qil
valore m, dello stato nale coincider con la variazione dello stessonell'ec-
citazione. Un'eccitazioneche coinvolge due stati di tipo potra esseresolo
un'eccitazionecon variazione del momero angolarepari a 0 e sara dunque
indicata comeeccitazione, dove viene utilizzata la lettera grecamaiuscola
corrisponderte allo stato conlo stessomomerio angolare. Un'eccitazioneche
coinvolge uno stato  ed uno stato  puo avere una variazione del momen-
to angolarepari al solovalore 1 e dunque avremo un'eccitazionedi tipo .

Possiamocos costruire la seguete tabella per alcune eccitazionemolecolari.

Stato | Stato m, tipo di degenerazione
iniziale | nale | possibile| eccitazione| dell'eccitazione
0 1
1 2
2 2
1 2
0,2 2, 1,1,2




App endice B

Dieren ti rappresen tazioni di
un operatore

In meccanicaguartistica una qualsiasigrandezzasica puo esseraappresen-
tata da un operatore auto-aggiurto che agiscesullo spaziodi Hilbert delle
funzioni d'onda. Tale operatore puo essererappresemato in modi di erenti
a secondache si scelgadi utilizzare il formalismodella prima o della seconda
quartizzazione e che si scelgadi rappresemare tale operatore \nel punto” o
comenellasuaforma\completa”. Scop di quest'appendicee chiarire la nota-
zioneche abbiamoutilizzato nel preseite lavoro; a questoscom consideriamo
l'operatore potenzialedi Hartree per la TDDFT.
In prima quartizzazionel'operatore viene rappresemato come

0 (x5%1)
X0 Rj

Z
LI = o (B.1)

mertre in secondaquartizzazionela suarappresemazione nel puntuale e

O 10y t) = oL 1z Diyi V(x) "(y)
vu [ 10 t)hxjyi ™Y(x) “(y) (B.2)
vl 101 3(x 0 y) Y(x) Nx)

il che mette in modo naturale in evidenzail fatto che stiamo lavorando con
un operatore locale, ovvero diagonalein spaziox. Le formule appenascritte
chiarisconoinoltre quale sia la relazionetra ¢y (X;t) e la grandezzavy (x;1t)
senzacappuccio.

L'apice all'operatore scritto in prima quartizzazione\l" sene a distin-
guerlo dall'operatore scritto in secondaquartizzazione. In e etti 9, (x) va
intesoin modo di erete dall'operatore 9 (x), poiche quest'ultimo agiscesol-
tanto nel punto x mertre 9}, (x) agiscesu tutto lo spazio. Altra di erenza
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fondameriale e data dal fatto che I'operatore in prima quartizzazionee un
operatore a particella singola, mertre I'operatore in secondaquartizzazione
e un operatorea molti corpi. Ha dunque sensoparlare di operatore puntuale
e operatore completosoloin secondaquartizzazione, mertre in prima quan-
tizzazione esisteuna forma unica dello stesso,che pero puo essereutilizzata
soloper lo studio di un singoloelettronet.

La forma completadell'operatorein secondaguartizzazionee invecerap-
presemnata dalla sommasulla basedegli operatori di campo della forma pun-

tuale?:
Z Z

ol 1) = d*xdPyva [ 1x;1) 3(x  y) V(X)) "(x) (B.3)

Lo scrivere l'operatore completo anziche semplicemete la suaversionepun-
tuale nascein modo del tutto naturale in secondaguartizzazionesesi cerca
di cambiare base. Per scrivere infatti un operatore su di una basequalsiasi
non dobbiamofar altro che proiettare I'operatore su tale base. Il risultato e
il seguete:

X

RLACIRTIR

X oA (B.4)
ARM

i

O [ (D)

dove evidertemerte siamodovuti partire dall'operatore completoe non dalla
suaversionepuntuale per ottenere le componerti in spazio(i; j ); sefossimo
partiti dalla suaforma puntuale avremmo ottenuto un potenzialevi'j* [ 1(x;1),
rappresermazione che non e ne in spazio(x) nein spaziodelle con gurazioni.

1L'estensionead un operatore a un corpo per n elettroni sarebbe dato dalla sommadi
n operatori di erenti

2Notiamo comela variabile temporale vengatrattata in modo di erente da quelle spa-
ziali. La dierenza nascedal fatto che il formalismo scritto abbia comepunto di partenza
il formalismo hamiltoniano che tratta in modo di erente lo spazioed il tempo.
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Una tesi In sica

\Ph ysics is the most fundamen tal and inclusiv e of all
sciences"
R.Feynman

La sica e una scienzail cui scop consistenel tentativo di comprenderee
spiegaretutti queifenomeniche possiaman qualdhe modo osserare e con cui
siamoquindi chiamati a confrortarci. Possiamoin altre parole a ermare che
lo sviluppo di questascienzasia dovuto, almenoin principio, ad un bisogno
istintivo dell'essereumano di comprendere,e quindi cortrollare, la realta
che ci circonda. La sica nasce,cos cometutte le scienze,dalla curiosita
dell'uomo versocio che lo circonda.

A di erenza di tutte le altre scienzepero la sica pretendedi poter descri-
vere qualsiasifenomenoe di poter ottenere questoobiettivo partendo da leggi
semplicied universali. Qualsiasiscienzapreserta infatti dei limiti de niti sia
per quanto concernel tip o di fenomeniche le competono, siaper quarto con-
cernequali sianole ertit a a partire dalle quali dewe cercaredi descriwere tali
fenomeni.La sica invecenon halimiti de niti in nessunadelle due direzioni.

Concertriamoci innanzitutto sulladirezionemicroscopicagovveroaquaro
in profondita una scienzavoglia osserare un determinato fenomeno.Faccia-
Mo un esempio.

La biologia: tale scienzasi occupadello studio di tutti i sistemibiologicie
comepunto di partenzaassumela presenzadi un'entit a complessagualee la
cellula o perlomenoquali sonogli elemeii costituerti della cellula. Giunge
persinoa studiare oggetti di tip o microscopicoquali il DNA e le molecoleche
lo costituiscono,ma non si chiede a atto perde tali molecolefunzionanoin
un certo modo o comesonofatte. Di questosi occupail chimico, il quale
studia le molecoleed in generaletutte le sostanzeorganide ed inorganiche
che compongonoil nostro universo, no a giungereai con ni della propria
scienzaoccupandosidi spiegarel funzionameno delle molecolea partire dagli
atomi e dalle particelle elememari cheli costituiscono. Siamonel campo della
chimica- sica. Ancheil chimico pero, giunto a questopunto si fermae nonsi
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domandaper esempiocosasiano le particelle elemenari che costituisconoo
perche si comportino in un certo modo. Di questoin ne si occupasolamere
il sico.

La sica e dunguela scienzache scruta piu in profondita la realta che ci
circonda, ma non solo;comeabbiamodetto essanon preserta nemmendimiti
in questadirezione. Il sico infatti per quano possascrutare in profondita
un determinato fenomeno,cortinuera a chiedersi cosapotrebbe scoprire se
osserasselo stessofenomenoin modo ancorapiu dettagliato. Un esempio
in questo sensopuo esserecostituito dallo studio dell'elettrone. A tutt'oggi
sappiamoche l'elettrone e una delle particelle elememari che costituisconola
materia; sin da quando e stato scoperto agli inizi del '900 pero i sici hanno
tentato di scoprirecomesiafatto un elettrone e a tutt'oggi esistonopersone
che dedicanoparte del loro tempo nel tentativ o di dare una risposta a questa
domanda.

Sequindi non esistonolimiti a quarto in profondita si voglia scrutare un
fenomenoo un oggetto, d'altra parte non esistonolimiti bende niti neppure
in sensoopposto (che possiamochiamare \direzione macroscopica”). Non
esistonocioe fenomeni, per quarto grandi e complessi,che n dal principio
possanoessereesclusidal campo di competenzadella sica. Il sico, come
abbiamo gia detto ambirebbe a descriere qualsiasicosabasandosisulle sole
leggi universali che regolanoi fenomenipiu semplici.

In questadirezionepero ci si scortra condue problemi che al giorno d'oggi
non possonoin alcun modo esseresuperati. Il primo e di natura pratica e
consistenel fatto che poter descrivere fenomenicomplessicomela crescitadi
una cellulasemplicemete descrivendoil moto di tutte le particelle elemenari
che la compongonorichiedereble la risoluzionedi equazionitanto complesse
darisultare di fatto un obiettivo irrealizzabile. Il secondce invecepiu profon-
do e di natura concettuale: sefossepossibiledescrivere non solo una cellula,
ma per esempioun’intera personaa partire dal moto delle singoleparticelle
l'intero universo sarebke ridotto ad un semplicefenomenomeccanico,com-
pletamerte deterministico; in altre paroleun'entit a priva di anima. In questo
sensonon solola sica non e in grado di giungereappienoal proprio scop;
anzi con l'avvento della meccanicaquartistica agli inizi del novecerto, i sici
hanno scogerto (per fortuna!) che non potranno mai esserein grado di de-
scriverein modo esauriette (e quindi cortrollare) fenomenicomplessicomela
merte di una personaper il semplicefatto che neandte le particelle elemenari
possonocesserecortrollate in modo deterministico.

La sica restadunquela scienzache si occupadi tutti quei fenomeniche
ogrunodi noi abitualmente asseia ad essasenzagpoter privareil mondocheci
circondadi quelvelodi misterochetanto lo rendea ascinante eimprevedibile.
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Non si occupain particolare in nessunmodo di quello cherestail campo della
teologia o se preferite dell'aspetto spirituale dell’'universo. In questo senso
ogruno di noi restalibero di crederecio che preferisce.

Seppurcon nata entro questimuri invisibili tale scienzaeriuscita nel corso
degli anni a spiegaree descrivere un numero di fenomenisempremaggioree
ad invaderein parte il territorio che da sempree apparteruto ad altre scienze,
quali per esempiola chimica, cos comee ertrata di prepotenzanella nostra
vita di tutti i giorni. Un esempiosu tutti credo possaessereconstituito
dal ruolo che la sica ha ricoperto nel deciderele sorti della secondaguerra
mondiale con la scoperta dell'atomo, della reazionea catenae quindi della
bomba atomica. Di certo una delle creazionipiu terribili dell'uomo, ma forse
la piu adatta per farci comprenderequali siano le potenzialita dello studio
di questa scienza: da un oggetto di dimensioni miscroscopibe quale e un
atomo ad una conseguenzaatastro ca quale I'esposionedi una bomba di
proporzioni immense!

Agli inizi del XXl secoloil campo di competenzadella sica e talmente
vasto che chi oggi studia sica e ormai costretto a scegliereun ambito nel
guale specializzarsie abbandonaregli altri aspetti di questascienza.All'in-
terno di questatesi, ad esempio,abbiamo studiato un modello che permette
di descriwerele proprieta di un materiale o di una molecolae, piu in speci co,
di calcolarelo spettro di eccitazionedi tale oggetto. Non ci siamo occupati
dunquedi questionifondamerali comela natura delle particelle elemenari,
problemi che restanodi competenzadel sico teorico, madi questionipiu tec-
niche e menoa ascinanti che sonodi competenzadel sico della materia. Ci
siamoavvicinati dunquead uno dei con ni della sica cheinvadeil territorio
dei chimici e delle scienzedei materiali quali I'ingegneria. Abbiamo cercato
ad ogni modo di studiare questi argomerti con quello spirito che, ad esem-
pio, distingue il sico dall'ingegneree che consistenel cercaredi guardareal
modello studiando non solo comea un mezzoper corirollare le proprieta di
un materiale, ma anche ad un modo per comprendernepiu in profondita la
natura stessa.

Il linguaggio con sono scritte le leggi che regolano |l
nostro univ erso.

La matematica e innanzi tutto il linguaggiocon cui sonoscritti tutti i lavori
che parlano di sica. Permettetemi di fare un paragone,che probabilmen-
te molti di voi potrebbero ritenere azzardato, ma che spero possachiarire
I'imp ortanza che la matematicarivesteperla sica. Prendiamodue operece-
leberrime quali \La Divina Commedia" di Dante Alighieri e \La teoria della
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relativita" di Albert Einstein. La commediadantescae scritta utilizzando la

lingua italiana del ‘300, mertre l'opera di Einstein e scritta appurto nel lin-

guaggiodella matematica. Entrambe, credo, non possonoessereapprezzate
senzauna buona conoscenzalel linguaggioin cui sonoscritte. Si puo certo
tradurre la Divina Commediain inglese,cos comee possibile,semprein in-

glese,cercaredi spiegarela Teoriadella relativita. In ertrambi i casipero Si

perdereble inevitabilmente gran parte del valore dell'opera. Certamerte anzi
la perdita sareble maggiorenel casodell'opera di Einstein per il semplice
motivo che la matematica e un linguaggio molto piu distante dall'inglese di

guarto non lo sial'italiano di Dante.

Questo linguaggio e talmente complessoche e necessarida presenzadi
un'intera classedi scienziati che si dedichi appurto solamere allo studio
dello stesso. Si tratta appunto dei matematici; essisi occupanodi studiarlo
edsvilupparlo. A di erenza di tutti gli altri linguaggiessdapero la proprieta
di esserdesatto”. La matematicainfatti non e altro che un in nito esercizio
di riscrittura di queipostulati o di quelleregoleche sonoalla basedi qualsiasi
modello creato. Possiamoa ermare che lo scop sia quello di esprimerenel
modo piu comprensibilepossibilele proprieta di tale modello. Diciamo che
e esatto perche ogni singolo passaggionon e altro che una piccola banalita
che ha alla suabaseuna logica di solito molto sempliceed eviderte. In altre
parolei passaggsi basanosu argomenazioni che non sonaltro che sillogismi
aristotelici.

Cio che resta misteriosoe tutt'oggi inspiegabiledi questolinguaggioe il
motivo per cui l'universo che ci circonda obbediscaalle sueregole. Alcuni
sici sonosoliti infatti a ermare che \la matematicae il linguaggio con cui
Dio ha scritto l'universo" e no ad oggi non e mai stato trovato nessunfe-
nomenoche possasmerire questaa ermazione. Tutti gli esperimerti sinora
realizzati hannoinfatti sempreconfermatole previsionidi un qualdhe modello
matematico. Esempiosupremodi questofatto resta proprio la teoria della
relativit a, elaborata da Einstein seguendall principio dell'eleganzanell'uti-
lizzare il linguaggio della matematiche e confermatapoi dal punto di vista
sperimertale anni dopo la suapubblicazione.

La sica nella nostra vita

Questoparagrafovuole esseraledicatoad una breve ri essione sucomeviene
percepitala sica nel mondo d'oggi, di quale possaesseral suo ruolo all'in-
terno della nostra sccieta e di cosaoggi signi chi iscriversi ad un corso di
laureain sica e decideredunquedi studiare questascienza.

In questoparagrafosarannoquindi perlopiu rip ortate quelle che sonoim-



121

pressionie considerazioniin merito agli argomeni sopracitati, maturate ba-
sandomi su quarto ho potuto conoscereall'interno del mondo accademico,
su quarto ho percepito sull'argomerno parlando con amici e conosceti e su
guarnto ho potuto apprendereleggendoriviste specialistiche e non.

Credo che l'idea che le personehanno della sica possaessereben sinte-
tizzata comeun misto di interesseammirazionee disprezzo.Interesseperce
molti comeme ne sonoa ascinati. Ammirazione perche praticamerte chiun-
gue collegala sica ad espressionimatematiche molto complessee quindi
prova una certa stima verso coloro che sonoin grado di comprenderee con-
trollare tali formule. Disprezzoperdie si pensaa chi studia sica comea
gualcuno che dedicatroppo tempo ad essae troppo poco alla vita di tutti |
giorni.

E vero,i sici sonospessopersoneche vivono fuori dal mondo sia perce
sonocos di natura, sia perdie la loro stessanatura fa si che sianoportati ad
apprezzareguestascienzae a dedicarvisianima e corpo perdendo,almenoin
certe situazioni, cortatto con la realta che li circonda. E un modo di essere
di chi studia per anni sica che credodebbaessereaccettato da chi vuole fare
parte di questomondo. Dopo cinque anni di universita se mi chiedete cosa
pensodella facolta vi rispondo che dovete preparavi a trascorrerecinqueanni
insiemealle personepiu bizzarre che potete immaginare,siatra i docerti che
tra gli alunni, ma che tra tanti \pazzi" ho conosciutoalcune delle persone
di cui ho maggiorestima. Questo, credo, perdie chi studia sica e portato
ad analizzarela propria vita e i propri valori allo stessomodo in cui studia
la realta che lo circonda. Come abbiamo detto poco fa il sico cercadi
spiegaretutto a partire da principi primi, senzaaccettarequindi niente come
scorato. Ho incortrato personeche rispetto non perche in grado di studiare
e comprendereuna scienzatanto complessaguale e la sica, ma percie sono
personecon valori e principi che condivido. Ho trascorso cinque anni che
hannoprofondamerte segnatoil mio modo di esseree di pensaree, anzi, colgo
I'occasioneper ringraziare di questotutti coloro che sonostati i compagnidi
guestoviaggio cos cometra tutti, alcuni dei professoridai quali ho avuto il
piaceredi imparare la sica.

Sehoincontrato personein ganba, ho pero incontrato anche molte perso-
ne di cui non ho a dire il vero molta stima un po' comedel resto credopossa
accaderdan qualsiasialtra situazionein cui si e messia confrorto con persone
di erenti. Cio che purtroppo dew riferire e che nel mondo accademico,in
particolare in Italia, non sono preseri, a mio avviso, le condizioni per cui
sianole personepiu in gamnba a voler cercaredi intraprenderela carriera del
ricercatore universitario e coloro che comunque scelgonoquesta strada per
passionesi trovano a dover lavorare in un ambiente che non mi serio certo
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di giudicare stimolante ed appassionate. E credo per questaragione che il

mondo della ricerca sciertica e quindi i sici niscono spessocon l'essere
guardata comeuna realta al di fuori del mondo nell'accezionenegativa del-
I'espressionespessoanche dalle stessepersoneche hanno avuto la possibilita
di conoscereala vicino questomondo.

Sein parte la colpadi questomodo di guardarela ricercascierii ca dipen-
de dalla situazioneche si e veruta a crearein Italia nel mondo accademico,
certo altra parte della colpae andhe dovuta al fatto chela sica e unascienza
di di cile comprensione Le personetendonoinfatti a guardarecondi denza
cio che non comprendonoe questocorta certo tantissimo quandosi parla di
sica. Comprenderlaed apprezzarlasigni ca esseralisposti a dedicarlemol-
to tempo ed avere comunque una predisposizionemertale adatta a studiarne
i contenuti. Non credo che la sica possaessereuna scienzaper tutti, ma
piuttosto che resti un sapere a cui solopochi possanoveramene accedere.

Cos comela sica andie i cortenuti di questo lavoro sono stati rivolti
a quei pochi che gia fanno parte di questomondo. L'epilogo che state leg-
gendonon vuole essereniernt'altro che una confezioneper questatesi, che
spero possain qualdhe modo dare un'idea della ricchezzae della bellezzadei
suoi cortenuti. Spero possafar sorgerein voi almenoun po' di quella curio-
sita verso questo mondo bizzarro che mi ha spinto, a suotempo, a scegliere
d'intraprendereil percorsodi studi di unalaureain sica.

Perche investire nello studio della sica

Come molte delle personeche dedicanoo hanno dedicato tempo, impegnoe
passionea qualcosauna delle coseche mi sta a cuoree il cercaredi far capire
a chi non conoscal mondoche ho presemnato nei paragra precedeti \p erche
la sica?".

Comeabbiamogia visto nellasezionantroduttiv a, la sica eormai ertrata
afar parte dellanostravita e credosiasuper uo ricordare quarti deglioggetti
di cui ci serviamofunzioninoin basealeggi siche. Credoallo stessamodo sia
super uo dire chetale scienzarappresema una parte importante della cultura
del nostro popolo, allo stessomodo in cui lo sonola letteratura e la loso a.

Voglio in questasezionecitare un passodi colui che, a mio avviso, e stato
unodei sici piu straordinari del XX secolache si e occupatoconpassioneoltre
che allo studio di tale scienzaandhe al tentativ o di racconarla e insegnarla:

Physicsis the most fundamertal and all-inclusive of the sciences,
and has had a profound e ect on all sciertic dewlopmen. In
fact, physicsis the presert-day equivalert of what usedto becalled
natural phylosophyfrom which most of our modern sciencesrose.
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Studerts of many elds nd themsehes studing physics becouse
of the basicrole it plays in all phenomena.

Una personache si e dedicata con passionealla sica cos comecon passione
ed erntusiasmoha a ron tato la vita di tutti i giorni:

A poet oncesaid,\The wholeuniverseis in a glassof wine."...it is
true, if we look at a glassof wine closelyenoughwe seethe ertire
universe. There are things of physics: the twisting liquid which
evaporatesdepending on the wind and weather, the re ections in
the glass,and our imaginations adds the atoms. The glassis a
distillation of the earth's rocks, and in its composition we seethe
secretof universe'sage,and the ewlution of stars..., not forgetting
ultimately what it is for. Let it give us one more nal pleasure:
drink it and forget it all!

Questi sonoper altro due brevi citazioni di quella che potremmo de ni-
re l'introduzione che Feynman fa al suo lavoro e in cui e possibile trovare
un tentativo di spiegarecosasiala sica certo migliore di quello che avete
probabilmerte letto in quest'ultima sezionedi questatesi [5].
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